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VORREDE 


Die Vorlesungen tuber partielle Differentialgleichungen, 
welche ich hiermit in dritter Auflage der Oeffentlich- 
keit tibergebe, sind von Riemann wahrend seiner aka- 
demischen Thatigkeit in Gottingen gehalten, und zwar 
im Winter 1854/55, im Winter 1860/61 und im Som- 
mer 1862. Ueber den grossten Theil derselben findet 
sich neben einer Reihe kiirzerer Notizen eine zusammen- 
hingende Ausarbeitung von Riemann’s eigener Hand 
vor. Dieselbe ist allerdings in der Form, in welcher sie 
vorlieet, nicht zur Veroffentlichung bestimmt gewesen. 
Man hat sie vielmehr als sorgfaltige Vorbereitung fir 
den miindlichen Vortrag-anzusehen. Danach wiirde man 
durchaus gegen Riemann’s Absicht gehandelt haben, 
wenn man seine Ausarbeitung wortlich hatte zum Ab- 
druck bringen wollen. Doch ist dieselbe fiir die Her- 
ausgabe von grosser Wichtigkeit, insofern der Gedan- 
kengang und die Entwicklung der Formeln fast durch- 
weg beibehalten werden konnte und musste. Dass ich 
bei der Redaction mir freie Hand gehalten habe, rechne 
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ich mir nicht als besonderes Verdienst an, aber ich 
muss es erwahnen, weil in dieser Beziehung ich allein 
die Verantwortung zu tragen habe. Die Einleitung 
ist wortlich abgedruckt. Sie tragt im Manuscripte 
die Bezeichnung: Michaelis 54. Die zusammenhangende 
Bearbeitung enthalt von dieser Kinleitung nur den er- 
sten Satz und fangt dann sofort mit den bestimmten 
Integralen (§. 2) an. 

Ausser Riemann’s eigenem Manuscript habe ich 
die in der Wintervorlesung 1860/61 von mir gemachten 
Aufzeichnungen und das danach ausgearbeitete Heft zu 
Grunde gelegt. Diese enthalten, was Gedankengang 
und Formeln betrifft, dasselbe, wie das Manuscript, sie 
gehen aber an verschiedenen Stellen tiber den Inhalt des 
letzteren hinaus. So sind die §§. 36 bis 40 etwas aus- 
fiihrliicher behandelt als in Riemann’s Handschrift. Die 
§§. 71 bis 73, 79 bis 97, 101, 107 bis 113 sind in der 
Wintervorlesung 1860/61 neu hinzugekommen. Am 
Schlusse des Semesters hat Riemann auch noch die 
Bewegung eines Ringes in einer unendlichen Flissig- 
keit, analog der Dirichlet’schen Aufgabe von der Kugel, 
behandelt. Kr hat sich jedoch darauf beschrankt, in 
die partielle Differentialgleichung Ringcoordinaten  ein- 
zuftihren und fiir die Lésung den Weg im Grossen vor- 
zuschreiben. 

Unter den Mathematikern, welche die Theorie der 
partiellen Differentialgleichungen erheblich gefordert 
haben, nimmt Dirichlet eine hervorragende Stellung 
ein. Er hat aber nicht nur an der Ausbildung der 
Theorie gearbeitet, er hat sie, wie die Lehre vom Poten- 
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tial, zuerst auf deutschen Universitiiten zum Gegen- 
stande besonderer Vorlesungen gemacht. Das grosse 
Verdienst, das er sich damit um das Studium der 
Mathematik erworben, wird gewiss auch durch den Um- 
stand ins rechte Licht gesetzt, dass diese Vorlesungen 
mit seinem Tode nicht eingegangen sind, vielmehr gegen- 
wartig auf fast allen deutschen Universitaten einen regel- 
miassigen Bestandtheil des Programmes ausmachen. So 
hat auch Riemann nach Dirichlet die Vorlesungen 
tiber das Potential und itber die partiellen Differential- 
vleichungen tibernommen. Bei Uebereinstimmung des 
behandelten Gegenstandes ist es natiirlich, dass in der 
Anlage und in der Ausfiithrung vieles mit Dirichlet 
itibereinstimmt. Aber Riemann hat sich nicht darauf 
beschrankt, emfach die Erbschaft seines grossen Vor- 
gingers anzutreten. Hr hat eine Fille des Kigenthiim- 
lichen hinzugegeben. 

Die zweite Auflage der partiellen Differential- 
gleichungen hat wesentliche Aenderungen nicht erfah- 
ren. Ich habe mich darauf beschrankt, da, wo es nothig 
oder wiinschenswerth erschien,.eine sorgfaltige Revision 
des Textes vorzunehmen.: 

Die dritte Auflage~ist ein einfacher Abdruck der 


zweiten, nattirlich bis ins eimzelne genau durchgesehen. 


Aachen, den 6. Mai 1882. 


K. Hattendorff. 
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EINLEITUNG. 


Sings 


Die partiellen Differentialgleichungen und ihre 
Anwendung in der Physik. 


Der Gegenstand dieser Vorlesungen ist die Behandlung der 
partiellen Differentialgleichungen und die Anwendung davon auf 
physikalische Fragen. Daher wird es passend sein, einige einlei- 
tende Bemerkungen tiber das Verhaltniss der Theorie der par- 
tiellen Differentialgleichungen zur Physik voraufzuschicken. 

Kine wissenschaftliche Physik existirt bekanntlich erst seit 
der Erfindung der Differentialrechnung. Erst seitdem man ge- 
lernt hat, dem Lauf der Naturereignisse stetig zu folgen, sind die 
Versuche, den Zusammenhang der Erscheinungen in abstracten 
Begriffen nachzuconstruiren, vor Erfolg gewesen. Hierzu gehorte 
zweierlei: erstens einfache Grundbegriffe, mit denen man con- 
struirt, und zweitens eine Methode, um aus den einfachen Grund- 
gesetzen dieser Construction, welche sich auf Zeitpunkte und 
Raumpunkte beziehen, die Gesetze fiir endliche Zwischenzeiten 
und Abstiinde, welche allein der Beobachtung zug&nglich sind 
(mit der Erfahrung verglichen werden kénnen), abzuleiten. 

Den ersten Schritt in Bezug auf die Grundbegriffe that Ga- 
lilei, als er die Gesetze des freien Falles der Korper aus der Hin- 
wirkung der Schwere in allen einzelnen Zeitpunkten construirte; 
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er fand den Begriff der beschleunigenden Kraft, den Begriff einer 
einfachen Bewegungsursache. Diesem Schritte fiigte Newton 
einen zweiten hinzu: er fand den Begriff eines anziehenden Cen- 
trums, den Begriff einer einfachen Kraftursache. Mit diesen bei- 
den Grundbegriffen, dem Begriff der beschleunigenden Kraft und 
dem Begriff eines anziehenden oder abstossenden Centrums con- 
struirt die Physik noch heute. Noch die heutige mathematische 
Speculation von Laplace, Poisson, Cauchy wird da, wo der 
Faden der Beobachtungen sie zu leiten aufhért, allein bestimmt 
durch das Bestreben, die Erscheinungen auf diese beiden Grund- 
begriffe zuriickzufiihren. In Bezug auf die Begriffe, welche man 
in der Physik der Naturerklirung zu Grunde legt, steht man also 
noch heute auf dem Standpunkte Newton’s, Es ist seit Newton 
kein neuer Fortschritt gemacht; alle Versuche, iiber diese Grund- 
begriffe hinaus ins Innere der Natur zu dringen, sind bis jetzt 
missgliickt; der Einfluss der spateren philosophischen Systeme, 
wo er sich in der physikalischen Literatur geltend gemacht, hat 
nur den Erfolg gehabt, die urspriingliche Auffassung Newton’s 
zu verunstalten und Inconsequenzen in dieselbe einzufiihren. 
Wesentlich vervollkommnet aber ist die Methode, durch 
welche man yon den einfachen Grundgesetzen, die fiir Raumpunkte 
und Zeitpunkte gelten, — von den Differentialgleichungen — zu 
den Gesetzen fiir endliche Zeitriume und ausgedehnte Korper 
fortschreitet. In der ersten Zeit nach der Erfindung der Diffe- 
rentialrechnung konnte man nur gewisse abstracte Falle behan- 
deln: man betrachtete in der Lehre vom freien Fall die Masse der 
Korper als im Schwerpunkte vereinigt, man dachte sich die Him- 
melskorper als mathematische Punkte, man behandelte in der Lehre 
vom Pendel zuerst nur das mathematische Pendel, d.h. eine starre, 
um einen Punkt drehbare Linie mit einem schweren Punkte ver- 
sehen, so dass man den Fortschritt vom Unendlichkleinen zum 
Endlichen nur nach einer Dimension, in Bezug auf eine Variable, 
die Zeit, zu machen hatte. Im allgemeinen aber muss man, um 
aus den Klementargesetzen die Erscheinungen abzuleiten, den Fort- 
schritt vom Unendlichkleinen zum Endlichen nach mehr als einer 
Dimension machen. Denn die Elementargesetze beziehen sich auf 
Raum- und Zeitpunkte, die Erscheinungen aber auf ausgedehnte 
Korper. Solche Aufgaben fiihren, allgemein zu reden — in be- 
sonderen Fallen kann sich allerdings das Problem vereinfachen —, 
auf partielle Differentialgleichungen. Erst sechzig Jahre nach dem 
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Erscheinen von Newton’s Principien*) wurde die erste physikali- 
sche Aufgabe gelést, welche auf eine partielle Differentialgleichung 
fiihrt. Es war dies die von d’Alembert ausgefiihrte Bestimmung 
der Schwingungen, welche eine gespannte Saite machen kann. Es 
dauerte indessen noch lange, ehe man allgemeine Methoden fand, 
durch welche sich physikalische Aufgaben, die auf partielle Diffe- 
rentialgleichungen fiihren, lésen lassen. Diesen Fortschritt ver- 
dankt man Fourier, welcher zuerst solche Methoden bei seinen 
Untersuchungen iiber die Verbreitung der Warme in festen Kor: 
pern anwandte. Es geschah dies fast ebenso lange nach dem Ur- 
sprunge der partiellen Differéntialgleichungen, als dieser auf die 
Griindung der Differentialrechnung folgte. Die Principien New- 
ton’s erschienen 1687, die von d’Alembert gegebene Losung 
des Problems der schwingenden Saiten 1747, wieder 60 Jahre 
spater, am 21. December 1807, theilte Fourier der Pariser Aka- 
demie die erste Arbeit iiber die Warme mit. 

Seitdem bilden in allen physikalischen Theorien partielle 
Differentialgleichungen die eigentlichen Grundlagen der Rechnung. 
In der Lehre von den Schallschwingungen in gasformigen, liquiden 
und festen Kérpern, bei den Untersuchungen iiber die Elasticitat 
der Korper, in der Optik, iiberall bilden partielle Differential- 
gleichungen die eigentlichen Grundgesetze, die sich an der Erfah- 
rung bestatigen lassen. Man geht freilich in der Darstellung dieser 
Theorien meistens yon der Annahme von Molekiilen aus, welche 
bestimmte von der Entfernung abhangige Anziehungs- oder Ab- 
stossungskrafte auf einander ausiiben, Es werden dann die Werthe 
der Constanten in den partiellen Differentialgleichungen abhangig 
von der Vertheilung der Molekiile und dem Gesetz, nach welchem 
sie in die Ferne wirken. Aber man ist weit davon entfernt, be- 
stimmte Schliisse iiber die Art.der Vertheilung der Molekiile und 
das Gesetz der von ihnen ausgeitibten Anziehungen und Abstossun- 
gen machen zu kénnen; ja es ist meistens nicht einmal die Médg- 
lichkeit gezeigt worden, dass man diese Vertheilung der Molekiile 
und diese Anziehungs- und Abstossungsgesetze so annehmen kénne, 
dass die Constanten in den partiellen Differentialgleichungen die 
der Erfahrung entsprechenden Werthe erhalten. In allen diesen 
physikalischen Theorien, bei dllen Erscheinungen, welche man 
durch Annahme von Molekularkriiften erklart, bilden also jetzt 


*) Philosophiae naturalis principia mathematica. Londini 1687. 4. 
1* 


4 Kinleitung. 


partielle Differentialgleichungen die eigentliche, durch die Erfah- 
rung festgestellte Grundlage. Dasselbe gilt auch von den Erschei- 
nungen, welche man durch Annahme von Anziehungs- und Ab- 
stossungskriften erklart, die umgekehrt proportional dem Quadrat 
der Entfernung wirken: von dem Magnetismus, der Elektricitat 
und yon der Gravitation, sobald man es dabei mit ausgedehnten 
K6rpern zu thun hat. Als Laplace im Jahre 1782 sich mit Un- 
tersuchungen beschiaftigte, bei denen die Gestalt der Himmelskor- 
per in Betracht kam, war das erste, was er that, dass er aus 
Newton’s Anziehungsgesetz ein Gesetz ableitete, nach welchem 
sich Richtung und Grosse der Schwerkraft von Ort zu Ort dndert, 
die Vertheilung der sie bewirkenden Massen mag sein, welche sie 
‘wolle. Die partielle Differentialgleichung, in welcher sich dieses 
Gesetz ausspricht, bildet die Grundlage fiir alle weiteren Schliisse. 
Ebenso beruht die Theorie des Erdmagnetismus auf dem Gesetz, 
nach welchem sich Richtung und Grésse der erdmagnetischen 
Kraft von Ort zu Ort andert, einem Gesetz, welches ganz unab- _ 
hiangig davon ist, wie die Ursachen dieser magnetischen Kraft, die 
magnetischen Fluida oder die Ampeére’schen Stréme im Innern 
der Erde angeordnet sind. 

Was sich eben auf dem Wege der Induction als Thatsache 
ergeben hat, dass die eigentlichen Grundlagen der mathematischen 
Physik partielle Differentialgleichungen sind, ergibt sich auch 
a priort. Wahre Elementargesetze konnen nur im Unendlichklei- 
nen, nur fir Raum- und Zeitpunkte stattfinden. Solche Gesetze 
aber werden im allgemeinen partielle Differentialgleichungen sein, 
und die Ableitung der Gesetze fiir ausgedehnte Kérper und Zeit- 
réume aus ihnen erfordert die Integration derselben. Es sind 
also Methoden néthig, durch welche man aus den Gesetzen im 
Unendlichkleinen diese Gesetze im Endlichen ableitet, und zwar 
in aller Strenge ableitet, ohne sich Vernachlassigungen zu erlau- 
ben. Denn nur dann kann man sie an der Erfahrung priifen. 


Hrster Abschnitt. 


Bestimmte Intégrale. 


gam 


Grundbegriffe. Das einfache bestimmte Integral. 
/ 


Wir miissen zuerst uns iiber einige Grundbegriffe verstandigen. 
Dahin geh6rt vor allem der Begriff der Stetigkeit. Eine Grosse y, 
die von x abhangt, ist eine stetige Function von x, wenn y mit « 
sich nur allmahlich aindert, d. h. wenn die Aenderung von ~« sich 
immer so klein annehmen lisst, dass die zugehdrige Aenderung 
von y kleiner ist als eine willkiirlich gegebene Grosse «. Diesen 
Charakter setzen wir vorliufig fiir die Functionen als Bedingung 
voraus, Ueber die Art der Abhiingigkeit wollen wir nichts voraus- 
setzen, auch nicht einmal, dass man aus dem z immer das y fin- 
den kénne, sondern nur, dass zu jedem w ein y gehére, und dass 
sich y mit a allmahlich andere. Diese Abhingigkeit wird am 
besten durch geometrische Curven reprasentirt, fiir welche # und 
y die rechtwinkligen Coordinaten bilden. Es braucht dabei nicht 
einmal ein festes Gesetz fiir die Curven bekannt zu sein, sondern 
.die Curven, die wir behandeln, sind oft sehr unregelmiassig. Die 
Stetigkeit driickt sich dann dadurch aus, dass die Curve in einem 
ununterbrochenen Zuge fortgeht. 

Diese Curve begrenzt mit den beiden Ordinaten ihres Anfangs- 
und Endpunktes und dem zwischen ihnen liegenden Stiick der 
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Abscissenaxe einen gewissen Flachenraum von ganz bestimmter 

Grosse, Wir nennen die Abscisse des Anfangspunktes a, des End- 

punktes 0, theilen (Fig. 1) das Stiick zwischen den Endpunkten 
Fig. 1. 


2 4 Fy%2F,% “ak, bX 

der Abscissen a und b in gewisse Theile und bezeichnen die ganzen 
Abscissen bis zu diesen Theilpunkten durch 2,, 72, 73, ..- + Zn—1- 
Die Ordinaten oder Functionswerthe wollen wir durch y = f (z) 
bezeichnen. Wir errichten dann in den einzelnen Theilpunkten 
Ordinaten und legen zwischen zwei auf einander folgenden Ordi- 
naten durch irgend einen dazwischen fallenden Punkt der Curve 
eine Parallele zur Abscissenaxe. Die Abscissen dieser Punkte 
seien &, &,...&,, so dass 


a ee SG 


ee ee 
Durch diese Construction erhalten wir lauter Rechtecke, 


deren Inhalt sich leicht berechnen lisst. Die Summe dieser 
Rechtecke ist 


S= (% —a) f (&) + @— 1) f (&) + --- +O — 40-1) f En). 

Der Werth, den die Summe S annehmen kann, hangt ausser 
von der Gestalt der Curve oder der Form der Function f (z) noch 
ab von der Theilung der Strecke zwischen = a und # = 8, also 
der Wahl der Gréssen 2, 2,... %,—1, und von der Wahl der 
Grossen £,, &,... & innerhalb der Intervalle. Es lasst sich aber 
beweisen, dass, wenn simmtliche Differenzen 2, — 2z_1 kleiner 
als eine Grésse 6 sind, alle Werthe, welche S annehmen kann, 
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innerhalb eines bestimmten Werthenintervalles fallen, und dass sich 
dieses Werthenintervall, wenn 6 immerfort abnimmt, immermehr 
auf einen bestimmten Grenzwerth zusammenzieht. Bezeichnen 
wir mit Mden grossten, mit m den kleinsten Werth, welchen S 
annehmen kann, wahrend simmtliche Theilstrecken x, — a,_4 
kleiner als 6 sind, so ist zu beweisen, dass bei einer Abnahme von 6d 

1) M nie zunimmt, 

2) m nie abnimmt, 

3) die Differenz M — m zuletzt unendlich klein wird. 

Es geniigt nicht etwa, dass J — m unendlich klein werde, 
also die beiden Aussersten Werthe von S einander unendlich nahe 
riicken. Dabei kénnte zugleich eine Verschiebung des Intervalles 
stattfinden, innerhalb dessen die méglichen Werthe von S fallen. 
Dass nun aber eine solche Verschiebung nicht stattfindet, ergibt 
sich leicht. Denn wenn 6 kleiner wird, so sind die Werthe, die S$ 
noch annehmen kann, unter den friiheren mit enthalten. Wenn 
also S jetzt den Werth Merreichen kann, so konnte es diesen 
friiher auch annehmen. Der grdésste Werth, den S annehmen 
kann, war also friiher wenigstens auch — M und kann also nicht 
zunehmen, wenn 6 abnimmt. Ebenso folgt, dass der kleinste 
Werth m nicht abnehmen kann, wenn 6 kleiner wird. 

Um nun zu beweisen, dass die Differenz M — m mit 6 unend- 
lich klein wird, bezeichnen wir in dem Falle oder in einem Falle, 
wo S den Werth © erreicht, den Werth der Grésse n mit n’, die 
Grossen 21, Zo, --- Xn—1 Mit v, 2, ... Lyr_ 1 und die Grdssen £,, 
&,.-. &, mit &, £,... &. Dann ist also 
M = (a, —a) f (&) + (2 — a1) f (&) +--+ (6 — 2-1) f (Ev). 

In entsprechender Weise sei 
m = (xy — a) f (1) + (a2 — at) f(&) +--+ + (6 — 21) f (En). 

Wir wollen nun beide Summen so transformiren, dass in bei- 
den der Réihe nach dieselben Differenzen der Werthe von z yor- 
kommen. Zu diesem Ende wenden wir beide Theilungen gleich- 
zeitig an und bezeichnen die Abscissen der Theilpunkte nach der 
Groésse geordnet, durch 7, r2, ... 7,1, 80 dass 


! , , 
Hy, £2, ++. Int'—1 =e : 

a tp ” = 11, V2, ++. Mu —1 
Fy, TQ, +++ Inv —1 


und 


bi Re et I ie ER 
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Fallen dann zwischen 2,_, und x}, eine oder mehrere Grossen 
x, so tritt an die Stelle der Differenz x, — 2,1 eine Summe von 
mehreren auf einander folgenden 7; — r;—1. Durch diese Trans- 
formation wird 
M = (1, =O) f(r) EO TD) Fe) eee (6 — 1-1) f (@1)- 

Die Gréssen 9’ stimmen mit den Gréssen é’ iiberein, und zwar 
so, dass an einigen Stellen mehrere auf einander folgende 9’ den- 
selben Werth haben. 

Ebenso wird 
m = (r, — a) f (of) + (r2— 1) f (02) + 2 + O— m1) fF (Qu)- 

Subtrahiren wir Glied fiir Glied, so wird 
M — m=(—a) {fF (eh) —F(e)} +2 — 1) HF () —f(@)} + 

+ 6% —1) (f (en) — Ff (en)}- 

Nun konnen aber 0; und o% sich héchstens um 20 unterschei- 
den, denn bei den Theilpunktabscissen x}, 2, ... lag oj mit 
und 7,_; in demselben Intervall und unterscheidet sich also yon 
keinem derselben um mehr als 6. Dasselbe gilt von 7, und folg- 
lich konnen sich 9; und oe; hochstens um 2.6 unterscheiden. Be- 
zeichnet also d die grdosste Aenderung, die f (#) erleiden kann, 
wahrend x um 20 wachst, so sind sammtliche f (o.) — f (ex) < d, 
und daher 
M—m<d(y.—at+rn—n+7r; —7ry +--+ + b—7,-1), 
d. h. M—m<d(b—a). 

Ks sollte aber die Function f(z) stetig sein, folglich wird d 
mit 2 6 unendlich klein, und damit verengert sich das Gréssen- 
intervall, innerhalb dessen die Werthe yon S fallen, immer mehr, 
ohne sich dabei zu verschieben. Die Grdsse S nahert sich also 
einer bestimmten Grenze, wenn 6 unendlich klein wird. 

Ks ist nun leicht zu sehen, dass dieser Grenzwerth von § zu- 
gleich den Inhalt # der von der Curve, den Endordinaten und 
der Abscissenaxe begrenzten Flache ausdriickt. Denn zieht man 
fiir jedes Theilstiick die Parallele mit der Abscissenaxe durch den 
hochsten Punkt der Curve, so wird § > F, zieht man sie durch 
den tiefsten Punkt, so wird S< F. Folglich fallt der Grenz- 
werth von S mit # zusammen *), 


*) Man vergleiche die Darstellung, welche Riemann in Art. 4 und 5 der 
Abhandlung tiber die Darstellbarkeit einer Function durch eine 
trigonometrische Reihe gegeben hat. (Abhandlungen der kénigl. Gesell- 
schaft der Wissenschaften zu Géttingen Bd. 13. —Riemann’s gesammelte 
Werke. Leipzig 1876. §S, 213.) 
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Diesen Grenzwerth nennt man das bestimmte Integral und 
bezeichnet ihn wegen seines haufigen Vorkommens mit einem be- 
sondern Zeichen, nimlich mit 


ft (%) de. 


Dabei bedeutet dx den unendlich klein werdenden Unterschied 
von je zwei auf einander folgenden Werthen yon wz, also x, — a, 
Ly — %,.-.-., wie auch in der Differentialrechnung mit dx ein 
unendlich kleiner Zuwachs von « bezeichnet wird. 

Die Gréssen £,, &,... &, kénnen innerhalb der fiir sie vor- 
geschriebenen Intervalle beliebig gewahlt werden, ohne dass der 
Grenzwerth von S dadurch beeinflusst wird. Man kann also 
E, = a, & = m7, .:. &, = Mnaa setzen. Dann lautet die Defini- 
tion des bestimmten Integrals 


(1) Wan (a) dx =lim| (2 —a) f(a) + @ —m)f(m) ++: 
Pilg (0 ee. In —1) fen) 


Mon kann) aber auch: €; = 2,7; 6.—= 4; -.« €4 == 6) setzen: 
Dann erhalt man 


(2) fi @de= tim | (w 9 ai) sy edhe) ee 
+ (b= %-1) f}: 


Die Reihen auf der rechten Seite von (1) und (2) nahern sich, 
wie oben bewiesen, demselben Grenzwerthe, und dieser Grenzwerth 
ist das bestimmte Integral. ~ 

Das Gesetz, nach welchem die Eintheilung von 6 — a vor- 
genommen wird, ist gleichgiiltig, wenn nur die Ordinaten sich 
beliebig nahe bringen lassen. Zur Berechnung von einzelnen be- 
stimmten Integralen hat man sehr verschiedene Arten der Ein- 
theilung von 6 — @ in Anwendung gebracht. Auf diese Weise 
besteht die Rechnung mit bestimmten Integralen viel linger als 
die Differentialrechnung. So’hat schon Wallis die von krummen 
Linien begrenzten Flichen durch Einschliessen von beiden Seiten 
berechnet. Ja, mutatis mutandis hat selbst Archimedes diese 
. Methode bei seiner Berechnung von krummen Linien. 
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g. 3: 


Beispiel von Wallis. 


Wallis hatte schon besonders solche Curven betrachtet, deren 
Gleichung von der Form y = ma* ist, die also zu der Gattung 
der Parabeln gehéren. Man hat nur darauf zu sehen, dass die 
Unterschiede der Abscissen alle ins Unendliche abnehmen. Setzen 
wir z. B. fest, dass die Werthe a, 2, Z2,... Yn—1, 6 eine geometri- 
sche Progression bilden sollen, um so die Quadratur der Parabel 
zu finden. Wir nehmen also 


Wea 
a 


so dass 2 = a6, a= a0?, ...x%, =ao’ ist. Die einzelnen 
Glieder der Sumate haben dann an Form f CG 6”). ao” .(6 — 1) 
und die Summe iiberhaupt ist 


n—1 


Sf Gor). ao’. (6 — 1). 


v=0 
Setzen wir nun z, B. Ff (a) = 2*, so erhalten wir fiir die Summe 


n—1 


ak+1 (6 — 1S) okt), 
0 


Beachtet man, dass die geometrische Reihe 


n—1 
Do sau = 1+ oF tt + ott) 1... 1 6m) F+D 
0 
or (kK+1)__ ] 
~ oFt1 — ] 


ist, so erhilt man fiir die obige Summe 


al) ] BL reste 5 

ia tel 

eerie ; am 

= (bk +1 — gk+1). peertrais ( 

Hier ist tur noch der letzte Factor yon 6. abhangig. Es ist aber 
6—1 1 


Goal Diba 6 62 ed os gh 
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Lasst man nun 7 ins Unendliche wachsen, so nahert sich 6 immer 
mehr dem Grenzwerthe 1, und man erhilt als Grenzwerth der 
oben betrachteten Summe 


ede 
k+1 

Gewohnlich ist es am bequemsten, sich die Werthe von z als 
Aquidistant zu denken. Dann ist also irgend ein Theil 


Gam af ah 2). 


Se ira chs. 
nN 


Das bestimmte Integral wird in diesem Falle definirt durch 
die Gleichung 


(3) f f(e) delim | F(a) + faa) + fa+20) + 


+f (atn—10)}; 


oder auch durch die Gleichung 


(4) [f(@) de=tim 8{ fata)tfla+-28)+/(a+38)+-~ 
+f(a+n0)}- 


§. 4. 


Vorzeichen der Bestandtheile des bestimmten Integrals. 


Bei der Figur 1 haben wir 4ngenommen, dass die Curve ganz 
oberhalb der Abscissenaxe liege. Ist dies nicht durchweg der 
Fall, aber immer noch b > a, so kommen die Theile, bei denen 
die Ordinate negativ ist, auch negativ in Rechnung. Dies ist bei 
der geometrischen Interpretation des bestimmten Integrals zu 
beachten. Es ist dann also gleich dem Inhalte der Flachenstiicke 
oberhalb der Abscissenaxe, vermindert um den Inhalt der Flachen- 
stiicke unterhalb. i 

Ist b < a, so haben alle Glieder entgegengesetzte Vorzeichen 
wie vorher. 
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§. 5. 
Eigenschaften des bestimmten Integrals. 
Aus der Definition des bestimmten Integrals ergibt sich eine 
Reihe von Eigenschaften desselben, die jetzt betrachtet werden 


sollen. 
I. Zuniachst ist 


(5) 7 A f(@) da=— i fae 


b—a 
n 


Denn bei der Entwicklung der Reihe wird nur 6 = 


b—a 
n 
tegral links die Gleichung (3), auf das Integral rechts die Gleichung 
(4) des §. 3 an, so erhalt man 


in — 


= — 0 umgewandelt. Wendet man also auf das In- 


: 
ff@aaatimd [fF @ +f +9 +--+f +n —10)) 
waa 
fi@ae=- lim d| f(0 — 0) +f — 28) +--+ f@—nd)}- 
Daraus geht durch Addition hervor 
fie a+fre dx =0. 

EE 2Hs-ist ; 
(6) spi uf oid off (a) da, 
weil bei der santos der linken Seite ¢ in jedem einzelnen 


Gliede als Factor auftritt und sich also als gemeinschaftlich ab- 
sondern lisst. 


§.6. Unter dem Integralzeichen steht ein Product. 13 


I. Hat man f (xz) = » (z) + v (2), so ist 
b 
(7) [ [e@xv@| ae 
=lim 8 |p Mtv +o @+e)tva@a+s+- 


+9 (a+n—l1 ‘+ ¥(a+n—T19)| 


=lim 3 | 9 (a) + 9 (a+ 0) +--+ 9@+n—10)| 


te lim 8 | (a) +¥ (a+ 8) +--+ ¥(a+n—T08)} 


b b 
=f 9 (x) dat fv (2) dz. 


IV. Man kann jedesmal das Zeichen des bestimmten Integrals 
angeben, wenn die Function innerhalb der Grenzen ihr Zeichen 
nicht dndert. Denn dann sind die Glieder der Reihe entweder 
alle positiv oder alle negativ, und daher muss die Summe der 
Reihe sich einer positiven oder aber einer negativen Grenze nahern. 
Und zwar ist das Zeichen des Integrals iibereinstimmend mit dem 
Zeichen der Function, wenn 6 —a einen positiven Werth hat; im 
entgegengesetzten Falle haben das Integral und die Function ent- 
gegengesetzte Zeichen. 


§. 6. 


Einschliessung zwischen Grenzen, wenn die Function 
unter dem Integralzeichen ein Product ist. 


Es stehe unter dem Integralzeichen ein Product von zwei 
Functionen p(z). f(z), und der zweite Factor mége innerhalb 
der Grenzen sein Zeichen nicht indern. Die Function g(x) habe 
innerhalb dieser Grenzen den grdéssten Werth Mund den kleinsten 
Werth WN; also ist dann innerhalb der Grenzen M — g(z) nie 
negativ, und auch gm(z) — N nie negatiy. Wenn wir daher mit 
f (2) multipliciren, so behalten die Producte innerhalb der Gren- 
zen immer ihr Zeichen, und zwar dasselbe Zeichen wie f(z). 
Also {[M— g(z)}. f(z) und {p(xz) — N} . f(z) gehen nicht 


yom Positiven zum Negativen iiber oder umgekehrt, sondern kén- 


14 Erster Abschnitt. Bestimmte Integrale. 


nen héchstens gleich Null werden, wie es auch wenigstens einmal 
der Fall ist bei J — gp (x) = 0 und g (x) — N= 0. Wenden 
wir auf diese beiden Functionen den Satz IV. des vorigen Para- 
graphen an, so kennen wir das Zeichen der Integrale 


[\t-9@|r@ Sas 


und 
b 


[\e@—Ns@ ae. 


Beide Integrale haben unter gleichen Bedingungen dasselbe 
Zeichen mit ihrer Function oder aber das entgegengesetzte, und 
haben also unter einander gleiche Zeichen. Es lisst sich aber auf 
beide Integrale der Satz III. des vorigen Paragraphen anwenden. 
Demnach haben die Differenzen 


a f sede f ptaseeyas 


und 


b b 
[e@f@de =H f f@) dx 
b 
dasselbe Zeichen. Daraus folgt, dass a y (x) f (~) dx zwischen 


den Grenzen M / f (a) dx und N / f («) da liegt. Diese beiden 


Grenzwerthe hen den amen, actor: nimlich das Integral 


fre dx 


gemein. Also ist das Integral 


[oe @r@ ax 


gleich jenem gemeinschaftlichen Factor, multiplicirt mit einem 
zwischen M und WN liegenden Werthe @. Man kann @ auch als 
Werth angeben, welchen g (x) einmal annimmt zwischen a und 8, 
also 9 = y (a +6 — ae), wenn « ein positiver echter Bruch 
ist. Dann haben wir 
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6) fe @f@de=o9 t+ b—as [ fas, 


unter der Voraussetzung, dass f(x) zwischen a und 6 sein Zeichen 
nicht andert. : 

Diesen Satz konnen wir auf jedes bestimmte Integral anwen- 
den, wir brauchen nur f(x) = 1 zu setzen. Dann ist 


db 
[r@ da = b — a, also auch 


[9 @de=6~ 49 @+b—48), 


was sich bei der geometrischen Auffassung auch von selbst ver- 
steht. 


ace 


Zerlegung des Intervalls. Differentiation des 
bestimmten Integrals. 


Aus der Erklirung des bestimmten Integrals folgt unmittel- 
bar, dass 


(9) 4 f@da= iG f(@) dx + Hp f(a) de. 


Jedes Integral kann demnach in mehrere zerlegt werden 
durch Zerlegung des Integrations-Intervalles. 

Hierin spricht sich deutlich aus, dass ein bestimmtes Integral 
seinen Werth indert, wenn man seine Grenzen dndert. Denn es 
ist nach (9) das zwischen den Grenzen a und 6 genommene Inte- 
gral verschieden sowohl von dem Integral zwischen a und «¢, als 
auch von dem Integral zwischen ¢ und b. Es liegt daher der Ge- 
danke nahe, zu untersuchen, wie ein bestimmtes Integral sich mit 
seinen Grenzen dndert. Zuniichst suchen wir nach der Abhiangig- 
keit des Integrals von seiner oberen Grenze. Wir setzen 


b 
(10) u = { f@) dx, 
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bth b+h 
wm frede= [peat [10a 
Also ist ee 
wu [f@)de=h.fb+he) 
und : 
wv _ 6b + he) 
fiir Lyecne 70! 


Wird hier aber # immer kleiner, so nahert sich die rechte 
Seite der letzten Gleichung dem Werthe f (>) und auf der linken 


erhalten wir den Differentialquotienten ~— ou Also ist 


0b 
(11) oe — FQ), 


Dann geben wir der unteren Grenze des Integrals (10) einen 
Zuwachs und Gee 


ath 4 
if IO de 2 ile f(a) de. 
ath 

Ks ist aber auch w = — i f(x) dx, und folglich 
Ou 
(12) <= — f(a). 


Eine dritte Aenderung des Integrals kann herriihren von einer 
Aenderung der Function selbst, die unter dem Integralzeichen 
steht. Es sei f (x,m) diese Function, Zuniachst soll sich nur « 
andern, so dass wir z. B. nur von einer Curve auf die andere 
iibergehen, ohne dass sich zugleich Anfang und Ende der Curve 
indern solle. Wir haben demnach 


(13) ee AP f(a,u) de, 
ul = [feat h) da, 


also vw —u= fy (x ,a-+ h) = f(a, «| dx, 


§. 8. Die Function unter d. Integral wird unendlich. 17 
b 
—u  ff(@«e+h) —f (a, &) 
= fP@stN=1Ge 4, 


und 


u 
der 


UJ 
Lisst man f ins Unendliche abnehmen, so ist Z h 


Differentialquotient von w nach « und poh & ea) a 5s) 


der Differentialquotient der Function f (x, «) nach «. Wir haben 
demnach . 


b 
Ou “Of (a, 0 
2) Car [eas 


Diese Operation hat schon Leibniz gemacht. Er nennt sie 
differentiare de curva in curvam, a. h. von einer Curve zu einer 
unendlich nahen iibergehen. Man nennt diese Rechnung auch 
Differentiiren unter dem Integralzeichen. 

Jetzt ist es leicht, die Aenderung des Integrals zu finden, die 
von einer gleichzeitigen Aenderung aller drei Grossen a, b, f (x) 
herriihrt. Wir nehmen an, dass alle drei Grossen von « abhin- 
gen. Wenn wir aber einen Ausdruck haben, der mehrere Grossen 
a, b,c... enthalt, und jede dieser Grdssen von a abhangig ist, so 
findet sich 

dF (a,b,¢...) __ OF da , oF db , oF de 
dig 3 = od. da, eh dd te dal 


Sind also in dem Integral (13) auch @ und } Functionen von 
a, So haben wir 


NR dee — faye 


In dieser Formel sind die friiheren speciellen Resultate mit 
enthalten. 


&. 8. 


ered der Function unter dem Integyral- 
zeichen. 


Die in §. 2 gegebene Definition des bestimmten Integrals ist 
nicht mehr zutreffend, wenn die unter dem Integralzeichen stehende 


Riemann, Partielle Differentialgleichungen. B) 
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F unchion fiir einen Werth «=e zwischen a und 6 unendlich wird. 
Dann hat das bestimmte Integral 


[reas 


im allgemeinen keinen Sinn mehr. In einem Falle ist man jedoch 
iibereingekommen, ihm noch eine Bedeutung unterzulegen. Wenn 
nimlich k, und k, beliebig gewihlte positive endliche Zahlen sind 
und ¢ ebenfalls positiv und vorlaufig endlich, so haben die In- 
tegrale 


e—ke 
[i@as Pee: 
f e+hge 
nach §. 2 eine bestimmte Bedeutung. Ihre Werthe sind endlich 
und im allgemeinen von #, ¢ und resp. k,¢ abhiingig. Nahert sich 
nun bei unendlich abnehmendem ¢ die Summe 
c—he 
[i@ae + [rete 
e+kge 
einer bestimmten endlichen Grenze, die von den  willkiirlichen 
Groéssen k, und ky unabhangig ist, so versteht man unter dem be- 


stimmten Integral 
b 
ye f(a)dx 
eben diesen Grenzwerth. 
Als Beispiel betrachten wir das bestimmte Integral 


7) 
aan 
Yad 
a 


dessen Werth in §. 3 bereits ermittelt ist. Wir haben dort nur 
k = — w zu setzen und erhalten 


b) 


dg bh}~# — qe 


oh l—w 
Ist w > 0, so ward die Function 
i] 
Eo 


unendlich gross fiir 7 = 0. Es tritt also der oben betrachtete 
Fall ein, wenn 2 = 0 nicht ausserhalb der Integrationsgrenzen a 


oy 
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und 6 liegt. Dann wird eine besondere Untersuchung néthig. Es 
sel a = 0 und b positiv. Dann haben wir fiir ein positives ke 


ae bi» hie gl—u 
ke ee om I cae Le be 
und es fragt sich, welchem Grenzwerthe die rechte Seite fiir ein 
unendlich abnehmendes « sich annihert. Dieser Grenzwerth ist 
nur dann von / unabhangig, wenn lum e!—“ — 0 wird, d. h. wenn 
uw < list. Dann haben wir also 
b 


[t= Ga 
we dL 


1>u > 0. 


So. 
Unendlichwerden der Grenzen. 


Ks ist noch die Frage zu beantworten, was man unter dem 
bestimmten Integral zu verstehen habe, wenn eine der Grenzen, 
z. B, die obere Grenze, unendlich gross wird. Alsdann betrachten 
wir zunachst das bestimmte Integral 

ees 

[roa 

a 
unter der Voraussetzung, dass k eine beliebige positive endliche 
Constante und @ positiv sei. Dieses Integral hat eine bestimmte 
Bedeutung, wenn f (x) innerhalb der Grenzen continuirlich ist und 
die Grenzen a und kw endlich sind. Nihert sich dann der Werth 
dieses Integrals bei unendlich~ wachsendem @ einer bestimmten 
endlichen Grenze, die von k unabhingig ist, so wird dieser Grenz- 
werth das bestimmte Integral zwischen den Grenzen a und © ge- 
nannt. 

Wir betrachten als Beispiel das Integral 


kw 
dx (ka@)i~* qi- . 
so eed ea) 1l—o 


Darin miissen a und ik positiv genommen werden. Bei unendlich 


wachsendem @ nahert sich w1—” nur dann der Grenze 0, wenn 
oe 
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uw > list. Dann wird der Grenzwerth der rechten Seite von k 
unabhingig und wir haben 


= Qaaaet 
Ce a | 
a 


a Sal 


§. 10. 
Das Doppelintegral. 


Wir haben jetzt noch die doppelten oder tiberhaupt die viel- 
fachen Integrale zu besprechen. Denken wir uns eine Function 
- von zwei Veranderlichen, 

2 == F( E54), 

also geometrisch die dritte Coordinate einer krummen Flache zu 
zwei anderen x und y, und es sei f(x,y) endlich und continuirlich 
fiir jede Werthencombination (x,y), in welcher x zwischen a und 6, 
y zwischen g und h liegt. Die Gleichungen =a, x=), y=9, y=h 
legen vier Ebenen fest, die rechtwinklig auf der xy-Ebene stehen 
und einander paarweise parallel sind. Diese vier Ebenen und die 
beiden vollstiindig begrenzten Flachenstiicke, welche sie aus der 
krummen Flache und aus der wy-Ebene herausschneiden, bilden 
die Begrenzung eines Raumes yon vollig bestimmtem Inhalt, der 
sich folgendermaassen berechnen lasst. 

Wir schalten zwischen « = a und « = b die Zwischenwerthe 
X14 %,++. %n—1, zwischen y = g und y = h die Zwischenwerthe 
Yi5 Yay». + Ym —1 ein, so dass 


i Hi is YS ch OUI vy Ree (OD 

ISN Ye Ym. 
Legen wir dann durch die Theilpunkte auf der w-Axe Ebenen pa- 
rallel zur yz-Ebene und durch die Theilpunkte auf der y-Axe 
Ebenen parallel zur ~z-Ebene, so zerschneiden diese Ebenen den 
zu betrachtenden Raum in mn prismatisch begrenzte Raumtheile, 
Jeder Theil hat zur Grundfliche ein in der xy-Ebene liegendes 
Rechteck und zur gegeniiberliegenden Begrenzung ein auf der 
krummen Fliche liegendes, krummlinig begrenztes Viereck (Fig. 2). 
Wir bilden nun das Product 


(Gy41 — Ly) (Yuta — Yu) F (Xs Yu ) 


§. 10. Das Doppelintegral. 21 


und zwar der Reihe nach fiir alle ganzen v von 0 bis m — 1 und 
fiir alle ganzen w von 0 bis m—1. Die Summe der so entstehen- 
den mn Producte weicht von dem gesuchten Rauminhalte um so 
weniger ab, je kleiner die Differenzen (x, +, — x,) und (y, +1— yy) 


a By Sys b 


genommen werden. Die Summe gibt den Rauminhalt selbst, wenn 
die Differenzen unendlich klein sind. Dieser Grenzwerth, dem sich 
die Summe um so mehr annihert, je kleiner man die Differenzen 
(2,41 — a) und (y,+41 — y,) nimmt, heisst das Doppelintegral 


und wird mit 
Oh 
| [renae ay 
ag 


bezeichnet. Die Definition des Doppelintegrals lautet also 


(16) {fren dxdy 


n—I1m—1 
= lim >) >) G41 — H) Yui — Yu) f Gn Yo: 
v=0"¥=0 
Die Doppelsumme lisst sich in zweifacher Weise berechnen. 
Entweder nimmt man zunichst alle Glieder, die dasselbe w enthal- 
ten, und summirt also zuerst in Beziehung auf y. Der Grenzwerth, 
dem sich diese Summe annihert fiir limm = o, ist das einfache 
Integral 


{i (wy) dy 
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multiplicirt mit (7, +, — a,). In dem gewonnenen Resultat setzt 
man v der Reihe nach = 0, 1, 2,... — 1 und summirt. Der 
Grenzwerth der Summe fiir lim n = o ist dann das gesuchte 
Doppelintegral. Bei diesem Rechnungsgange ist dasselbe also 


Sige free a 


Oder aber man nimmt zuerst die Summirung iiber alle « und 
dann erst die Summirung iiber alle y vor. - Dadurch wird das 


Doppelintegral 
= fay | free y) ds: 


a 
Nun ist aber 


n—1 m—1 


Sica — &,) S (Yu 44 ee Ui) J (Z,, vo} 


v=0 w=0 
m—1 v—t1 

ad SS Gut1— Yu) (= (Xy 41 i ay (x, woh 
n=0 v=0 


und diese Gleichung behilt ihre Giiltigkeit, wie klein man auch 
die Differenzen (a+, — a) und (y,41— y,) nehmen mége. 


Folglich haben wir auch 
b 


(17) ite | {fees al ss 


Dieser Satz enthalt eins der wichtigsten Principien fiir die Berech- 
nung von bestimmten Integralen. 

Wird fiir eine Werthencombination (2’, y') paneshalD des Ge- 
bietes der Integration die Function f (w, y) unendlich, so kann im 
allgemeinen von dem bestimmten Integral nicht mehe die Rede 
sein. Man schliesst dann von der Integration ein prismatisch be- 
grenztes Gebiet aus, das die Unstetigkeitsstelle in sich enthalt. 
Dies Gebiet ist zunichst so zu wiihlen, dass seine zur z- Axe pa- 
rallele Begrenzung nirgends unendlich lang ist. Das so modificirte 
Integral hat eine bestimmte Bedeutung. Es fragt sich dann, ob 
sein Werth sich einer bestimmten endlichen Grenze niihert, wenn 
man den Querschnitt des ausgeschlossenen Gebietes in beliebiger 
Weise unendlich klein werden lasst. Ist ein solcher Grenzwerth 
vorhanden, der zugleich unabhiingig von der Weise ist, in welcher 
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man jenen Querschnitt unendlich klein macht, so nennt man die- 
sen Grenzwerth das Doppelintegral. 

Fiir den Fall, dass nicht alle Integrationsgrenzen endlich sind, 
hat man den in §. 9 vorgezeichneten Weg einzuschlagen. 


§. 11. 


Herleitung des bestimmten Integrals 
aus dem unbestimmten; Benutzung des Doppelintegrals 
zur Werthermittlung des einfachen Integrals. 


Fiir manche Functionen kann man das bestimmte Integral 
angeben innerhalb zwei beliebiger Grenzen @ und 0, fiir andere 
lasst es sich nur unter gewissen Voraussetzungen darstellen. Wir 
untersuchen also, wann wir im Stande sein werden, fiir ein be- 


stimmtes Integral 
b 
ue 3) (a) da 


den Werth anzugeben, welches auch die Grenzen a und 0 sein 
mogen. 

Denken wir uns den Fall, man wiisste eine Function (0) 
anzugeben, die auf dem fiir } zuliissigen Werthengebiete iiberall 
endlich und stetig variabel ist, und deren Differentialquotient an 
jeder Stelle desselben Gebietes mit f (0) iibereinstimmt, also 


dy (0) 
ia f), 
dann unterscheiden sich die beiden Functionen w und 9 (0) nur 
durch eine additive Constante: es ist 
u=g(b)+e. 

Liegt nun a innerhalb des Werthengebietes, fiir welches m (0b) 
endlich und stetig variabel ist, so darf man in der letzten Gleichung 
speciell @ statt b setzen. Das Integral w wird in diesem Falle zu 
Null, weil seine Grenzen zusammenfallen. Wir haben 


[f@dz=0=9W+~ 


und daher ist 
u = p(b) — 9(a). 
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Man nennt aber eine Function g (xz), welche durch ihre Derivation 
eine andere f (a) erzeugt, das unbestimmte Integral 


[f@@e=9@+e 


Wenn also das unbestimmte Integral sich angeben 
lisst und endlich und stetig veranderlich ist fiir ein 
Werthengebiet der unabhingigen Variablen z, wel- 
ches die Grenzenaund db des bestimmten Integrals in 
sich begreift, so kann man das bestimmte Integral aus 
dem unbestimmten herleiten. Man hat die Werthe 
durch Subtraction zu verbinden, welche das unbe- 
stimmte Integral annimmt, wenn man stattzdie obere 
und die untere Grenze der Integration setzt. 

Ware dies der einzige Weg, das bestimmte Integral zu finden, 
so gabe es gar keine besondere Disciplin der bestimmten Integrale. 
Aber in vielen Fallen kann man den Werth des bestimmten In- 
tegrals ermitteln, wihrend das unbestimmte Integral sich nicht 
finden lasst. Ein wichtiges Hiilfsmittel fiir diese unabhingige 
Herstellung bestimmter Integrale ist der im vorigen Paragraphen 
abgeleitete Satz von der Umkehrung der Integrationsordnung bei 
doppelten Integralen. Hiervon wollen wir einige Beispiele nehmen 
und zwar solche, deren Resultate wir weiter gebrauchen werden. 


ope 
Biewsepaserk: 


Haben wir das Doppelintegral 


jie dady 


zu betrachten, so lasst sich die Integration in Beziehung auf x 
zwischen beliebigen Grenzen a und b ausfiihren. Denn es ist das 
unbestimmte Integral 


wy 
“Y —1 = 
fe Opi) == y + ¢, 


; as 
fords "=". 
J y 


also 
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Soll nun die Integration nach y zwischen den Grenzen g und 
~h ausgefiihrt werden, so haben wir 


h b | hy 
= ——= YY 
fay [feria = dy 
g a | g y 


Das letzte Integral lisst sich aber unbestimmt nicht ermitteln, 
wenn iiber a und 0 nicht besondere Voraussetzungen gemacht 
werden. Wir kénnen aber das vorgelegte Doppelintegral in an- 
derer Ordnung schreiben, also zuerst 


‘fa dy 


, also haben wir dann 


peers 
suchen. Dies ist 


und das ae ist 


b 
Rim 1y 5.’ —1 

[es fon its Bee ai. 

hee y lg «% 


Auch hier kann man auf der rechten Seite das unbestimmte 
Integral nicht herstellen. Wir haben aber eine Relation zwischen 
zwei Integralen gewonnen, nemlich 


Das Integral rechts lisst sich nur dann ermitteln, wenn die trans- 
scendenten Ausdriicke unter dem Integralzeichen wegfallen, und 
dies findet statt, wenn a = 0;b = 1 gesetzt wird. Dadurch er- 
halten wir 


yh —1 eg ak 
(18) (ae el =fheaut 


Doch miissen hier und g heide positiv sein. Denn nur in 
dem Falle, das§ wir von g nach h nicht durch 0 hindurchgehen, 


ist das Integral 
h ‘ 
if 0) 
AY 
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auszufiihren, weil sonst a = © 
wird bei y = 0, 

§. 13. 


Beispiele. 


Wir haben ferwtaa Sat + ¢ 


—@ 

Hier kénnen wir also ein bestimmtes Integral aus dem unbestimm- 
ten finden, indem wir fiir ~ einmal die obere, einmal die untere 
Grenze einsetzen und die Resultate durch Subtraction verbinden. 
Die Potenz e—** vereinfacht sich aber in dem Falle, dass 7 = 
oder x = 0 ist. Nehmen wir also diese beiden Grenzen und 
beachten, dass e—“:* = 0, e—4:° = 1 wird fiir ein positives a, so 
ergibt sich 


(19) ‘ J Cmte o a> 0. 
7 : 
In derselben Weise erhalten wir 


Pisa Mle dz= cal Loihs aC, 

a Ge eae) 
Setzen wir auch hier die Grenzen 0 und o und nehmen « positiv, 
weil nur in diesem Falle die Function an der oberen Grenze nicht 
unendlich wird, so haben wir 


ice) 


= 1 
20 fever Vede =, C=O) 
By ‘ ato V—1 = 


Hieraus gehen noch zwei specielle Gleichungen hervor, indem wir 
das Reelle und das Imaginire separiren. Es ist nemlich einerseits 
e—(a+0V—i)e — ¢-a2(eos ba —V— 1 sin b 2) 

und andererseits 


1 po al tate Ve 
a+bV—-1  @+h 
Folglich ergibt sich 


a 


(21) few obi) Rd eee a a > 0. 
0 

22 ies : St b 

(22) e OSU O Soh era pa G0: 


9 


§. 14. Beispiel, Dre 


8. 14. 
Beispiel, 


Wir haben nach der Formel (19) 


D 


fede = ee 
i y 


0 


unter der Bedingung, dass y positiv sei. Diese Gleichung kénnen 
wir auf beiden Seiten mit einem von y abhingigen Differential- 
ausdruck multipliciren und darauf integriren, wenn nur die Bedin- 
gung erfillt wird, dass y positiv bleibe. Wir wollen z. B. nehmen 


fetes, = [sn ayar I Ts ax| 
= fay [fens sin by al 
= fax fe sn By a. 


0 


Wir thun nun besser, zu particularisiren, indem wir g = 0, 
h = @ setzen. Dann ist also 


(es ay= fae feo sin By ay) 


Das innere Integral auf der rechten Seite ist nach (22) bekannt, 
wenn wir « positiv voraussetzen. Der Werth des inneren Integrals 
ist dann 


und wir haben also noch 
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zu suchen. Das unbestimmte Integral lasst sich ausfiihren, Es ist 
Bd 
Wenn wir hier aber zu dem bestimmten Integral tibergehen, 
so miissen wir auf das Vorzeichen von 6 Acht geben. Es wird 
Lunia ——Te 


=aety e+ 


are tg z =—+ =, 
wenn # positiv, dagegen 
ety = zs 
hae tees) 
wenn 6 negativ ist. Fir « — 0 fallt beide Male arc tg 3 weg. 


Wir erhalten also 


pee ure 
(23) ‘(pete aya 0, B=9, 
0 y % 


” yxa 0. 


Mier stossen wir zuerst auf ein Phanomen, das sehr interessant 
und wichtig ist. Das Integral (23) hangt nemlich von der darin 
vorkommenden constanten Grdsse 6 ab. Der Werth des Integrals 


Fig. 3. 


ist + + fiir jedes positive 6, unabhangig von dem Zahlwerthe von f; 


er ist — 5 fiir jedes negative 6, ebenfalls unabhingig von dem 
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Zahlwerthe von £; er ist 0 fir 6 = 0. In Bezug auf # findet also 
in dem Werthe des Integrals eine Discontinuitaét statt, ein Sprung 
oder eigentlich zwei Spriinge neben einander. Diese Erscheinung 
kann man sich auch graphisch darstellen, indem man f als Ab- 
scisse, den Integralwerth als Ordinate einer Curve betrachtet 
(Fig. 3). Fir negative Abscissen ist diese Curve eine Parallele 


zur Abscissenaxe, im Abstande < unterhalhb, fiir positive Abscissen 


eine Parallele zur Abscissenaxe, im Abstande - oberhalb, und der 
Punkt der Curve fiir 6 = 0 fallt isolirt in den Anfangspunkt der 
Coordinaten. 


§. 15. 
Beis 13) se) ale 
Kine ahnliche Discontinuitaét haben wir bei dem Integral 


pee at cos py dy. 


0 
Es ist hier sin y cos yy = . {sin d+yv)y+sm (1l—y) u}: 


Also zerfallt auch das bestimmte Integral in zwei andere 


yee Sere _f mo a+y)y a 
“ 4 


1 fsm(l—y)y 
| 
of y Cee 


Die beiden Integrale rechts sind von der Form (23), und wir kén- 
nen nun drei Fille unterscheiden. 

Ist y > 1, so ist (1 + y) positiv, (1 — y) negativ, also die 
Summe der beiden Integrale = 0. 

Ist 1 > »y > — 1, also (1 + y) positiv und (1 — y) positiy, 
so werden beide Integrale einander gleich und beide positiv, sie 


geben also die Summe + ae 


Ist endlich y << — 1, so wird 1 +» <0, 1— y > 0, also 
sind die beiden Integrale entgegengesetzt gleich und ihre Summe = 0. 
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Also erhalten wir 


0 fiir y > 1, 
) 1 
(24) f= cosyydy—= 45 9 1 ve 1, 
at i lea 


Hier wiirde y als Abscisse, der Integralwerth als Ordinate 
einer Curve angesehen werden konnen (Fig. 4). Diese Curve ist 


Fig. 4. 
’ 

(pe Ss ES =) ¢ 
ea 
'4 i 
: : 
iz 
i4 

Hh oO +1 


eine Parallele zur Abscissenaxe, im Abstande 5 oberhalb, fiir alle 


Abscissen zwischen — 1 und + 1, sie fallt dagegen mit der Ab- 
scissenaxe zusammen fiir alle Abscissen, deren absoluter Betrag 
grosser als 1 ist. Fir y = + 1 ist der Integralwerth weder 0 


noch ue sondern das arithmetische Mittel vou beiden, *. Denn fiir 
y = +1 wird das zweite der obigen Integrale — 0, das erste 
a , und fiir y — — 1 wird das erste — 0, das zweite = 
Die Punkte der Curve fiir y = + 1 sind also isolirte Punkte im 
Abstande -+ ; von der Abscissenaxe. 


Man kann das Resultat auch schreiben 


0 fiir y > 1, 
1 
= wal 
A 9 ” ig d 
9 ‘ 
(25) =|! cosyydy=) 1. yi logy > — 1, 

o 1 
7” y=], 
Ve, Geo ae 


Dies Integral hat also eine merkwiirdige Discontinuititt. 
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Geil: 
Kinfihrung neuer Variabeln. Beispiel. 


Bei jedem bestimmten Integral kann man eine andere Ver- 
iinderliche einfiithren, welche der ersten proportional ist, wenn 
man nur die Grenzen und das Differential danach dndert. Z. B. fiir 


x= ky wird 
db 
b a tank 
[t@ae= [rey kay. 
; 


Von diesem Satze wollen wir sofort eine Anwendung machen. 
Wir gehen aus von den Formeln (21) und (22). Schreiben wir 
in (21) y statt a, so ist die Formel giiltig, wenn y grosser als 0 
bleibt. Wir multipliciren mit sin ky dy auf beiden Seiten und 
integriren von y = 0 bis », was nach der fiir y gefundenen Be- 
dingung erlaubt ist. Es ergibt sich 

LEY dy = f ws badx | fem sin aaa 
et |, | 
Auf der rechten Seite lasst sich aber das in der Klammer enthal- 
tene Integral ausfiihren nach (22), da x positiv bleibt. Es wird 
also 


re) 


ysmky , "he cos ba 
(26) a Py dy r a? a x. 


0 


Dies ist freilich nur eine Gleichung zwischen zwei Integralen, von 
denen jedes einzelne ohne weiteres nicht ausfiihrbar ist. Durch 
eine kleine Veriinderung kénnen wir sie jedoch so umgestalten, 
dass sich wirklich der Werth der Integrale ermitteln lasst. Setzen 
wir auf der linken Seite der letzten Gleichung 


UB ren EL 


damit der Sinus auf der rechten Seite und der Cosinus auf der 
linken dann zu demselben Bogen gehéren, so erhalten wir unter 
dem ersten Integral 
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x sin bx (rz) x sin bax 


poe Gr k 


ah — 
k? + a? 

Fiir die Grenzen miissen wir nun die entsprechenden Werthe 
suchen. Soll die obere Grenze + ow werden, so miissen wir fiir 
b und & dieselben Zeichen voraussetzen. Die untere Grenze wird 0. 
Danach erhalten wir aus (26) 


"ke cos ba “x sin ba ¢ ) 
27 | . — 0): 
el Bat es ae hen 
Zwischen ators beiden fategealen finden wir leicht eine weitere 


Relation durch Differentiation unter dem Integralzeichen. Setzen 
wir nemlich 


cos ba 
(28) w 7! to on: 
so wird 
i * 2 sin bx d 
db J Pte @ 
Also erhalten wir die Gleichung 
ku = — pid 
Pe ia: 
oder 
ee 
U 
Daraus geht durch Integration hervor 
kb =— Ilgu+ Ige 
oder 
VW Oem ee 


worin ¢ die Integrationsconstante bezeichnet, die aber nur von b 
unabhingig zu sein braucht. Um ihren Werth zu bestimmen, 
haben wir einen Fall zu suchen, in welchem der Werth des Inte- 
grals bekannt ist. Ein solcher Fall ist 6 = 0. Dann wird einer- 
seits 4 — c, andererseits 


«afte 


Nun ist aber das unbestimmte Integral 


ada hag, D 
aes = are ty = + const. 
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An der untern Grenze erhalten ve immer 0, an der obern aber 


wenn k positiv ist, dagegen ——, wenn k negativ ist. Es er- 


bi 
Dk? oF 
gibt sich also ke = + = je nachdem & positiv oder negativ ist. 


Wir erhalten demnach, da jedes der Integrale in (27) = kw ist: 


“gee ee > e—* fiir b S 0, k > 0, 
xsi OX 
ee ae ga 
0 


kh? 1 
# — Fem, b< 0b <0. 


Zu diesem Resultate sind wir von der Gleichung (26) aus ge- 
langt, indem wir die Substitution 


anwandten, die aber nur zulissig erscheint, wenn — > 0 ist. Wir 
U 


kénnen jedoch das Resultat von dem Vorzeichen von k unabhingig 
machen. Es ist nemlich nur zu bemerken, dass auf der rechten 
Seite der Exponent von e in beiden Fallen wesentlich negativ ist. 
Bezeichnen wir also mit Vk? die positive Quadratwurzel aus k2, so 
‘konnen wir die Gleichung (29) auch so schreiben: 
M4 —oVie2 es 
Be seid + —e—*he fir b > 0, 
a sin bx 2 


(30) a Eo 
0 Rhone te | Seo ” b< 0. 


In dieser Gleichung kommt die positive oder negative Zahl k selbst 
gar nicht mehr vor, sondern auf der einen Seite nur ihr Quadrat, 
auf der andern nur ihr absoluter Zahlwerth. Die Gleichung (30) 
ist demnach allgemein giiltig, Man kann sich davon auch auf gem 
folgenden Wege iiberzeugen. oe 


We) 


so substituiren wir auf der linken Seite von (26) 


ate Se 
Uh ae 


vu 


und erhalten dadurch statt der Gleichung (27) 


a “ke cos bx x sin ba b 
er eee pe) 
0 0 


Riemann, Partielle Differentialgleichungen. 3 
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Bezeichnen wir dann wieder das Integral (28) mit w, so ergibt 
sich jetzt 
du 
aS + ku, 
und folglich 
U == CER. 


Die Integrationsconstante ¢ bestimmt sich wie vorher. Es 
wird wieder 


ke= +2, 


je nachdem & positiv oder negativ ist. Wir erhalten also statt der 
Gleichung (29) jetzt 
ae + 2 ¢+k> fir b> 0, < 0, 
csinda . 2 


2 2 eX 
a — Fete = he ee, 


(29*) 


Diese und die Gleichung (29) sind in (30) zusammengefasst. 
Man sieht noch leicht, dass 


(31) a =f Sosa (P= VE 

2 
ist. Nehmen wir 6 = 0, so ist die Gleichung (27) nicht mehr 
giiltig. Es wird dann der Werth des Integrals (30) = 0, weil 
sin ba = 0 ist fiir jedes x Das Integral (31) hat dagegen fiir 


b = 0 den Werth ——- 
2Vk2 


Wir nehmen f positiv und addiren die Gleichungen (30) und 
(31), nachdem die letztere mit & multiplicirt ist. Dann ergibt sich 


me—>k fir b > 0, 


2—¥e fiir b > 0, 


RAE cag ei) 


“x sinba + kcosbx ed 1 ree 
(32) a 7a ba ax ae b=0, 
0 
0 ad eX 0: 


Es findet also auch hier fir 6 = 0 eine Discontinuitat statt. 
Nehmen wir b als Abscisse und den Integralwerth als Ordinate 
einer Curve (Fig. 5), so ist diese fiir positive Abscissen eine loga- 
rithmische Linie, welche die positive Abscissenaxe zur Asymptote 
hat und die Ordinatenaxe im Abstande z vom Anfangspunkte 
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trifft. Fiir negative Abscissen fallt die Curve mit der Abscissenaxe 
zusammen, und der Punkt, welcher zu 6 — 0 gehdrt, liegt weder 


Fig. 5. 


auf dem einen, noch auf dem andern Zweige, sondern isolirt im 
Abstande z iiber der Abscissenaxe. 


§.-17. 
Beispiel. 


Wir wollen noch das Integral 


2 


fe az 


0 


ableiten und zu dem Zwecke ausgehen von dem Doppelintegral 


[ fem dzdy 
Coro = 
‘ete da| fem ay 
a —zz qd —yy d 
e hi e f y 


0 


=| fem a | f= ANE 

ls FE 

Es ist nemlich bei der Integration nach x das Element des 
Integrals = e—** dz, multiplicirt mit einem Integrale, das x gar 


nicht enthalt und deshalb als constanter Factor vor das Integral- 
zeichen gesetzt werden kann. Ferner haben wir 


3* 
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ia) 


few du fren dy, 
0 


0 


weil es auf den Integrationsbuchstaben nicht ankommt. 


Doppelintegral 


| feo dx dy 
0 0 


ist also gleich dem Quadrate des einfachen Integrals 


fea) 


fenw da. 


0 


Das 


Wenn wir jetzt statt y eine andere Variable ¢ einfiihren und 


setzen 
Oi aos 


so ist dy = xdt, weil in dem Integral nach y immer 2 constant 
ist. Die Grenzen fiir ¢ sind wieder 0 und , und wir erhalten | 


@ 


leks! dady 
= fas fe eee) ca 
= fa ih -s10+0 2d. 


In dem letzten Ausdrucke lasst sich die Integration nach x un- 


bestimmt ausfiihren, nemlich 


fk —ax(1+t) » dq Be ae 
is oo Deane 
also 


@o 


if 
— a a (1 + t2) _ a. Se 
fe LAL Fa. e 


0 
Ks bleibt daher nur noch das Integral nach ¢, nemlich 


Ira ret =. 
2 (1 ey AR eae ca. & 
Folglich ist 
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(33) 7 few da = Ue 
0 
Es kann hier nur das positive Vorzeichen der Quadratwurzel 
gelten, weil die Function unter dem Integralzeichen wesentlich 
positiv ist. 


§. 18. 
Beispiel. 
Fiihrt man in (33) statt x eine proportionale Variable ein, 


z. B. durch die Substitution 
9D ——= O50 a> 0, 


so ist ; 
e = 
Va 
Crees ady = —_, 
é 2 
0 
also 
D a 
fencer dy = Vx 
: 20 
0 
und 


Phe 1\/x 
fe ar =4\V/2 
0 


Auch hier ist die Quadratwurzel mit positivem Zeichen zu nehmen. 
Aus der letzten Gleichung kann man eine Menge anderer be- 
stimmter Integrale ableiten durch das Differentiiren unter dem 
Integralzeichen. Differentiirt man, und zwar n-mal in Beziehung 
auf «, so findet sich 2 


a (—x2)" a2 = V2 (—}) (—5)-- a ara 


oder 
A Wee i Meee 7) 
Cogs [ecards 4 \/et +t 5 Une) 
0 


ay: Os 2” qn 


1\ /x (2m)! 1 
2Va mn! (4a) 
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Diese Gleichung gilt auch noch fiir » = 0, weil wir dann auf den 
einfacheren Fall, von dem wir ausgingen, zuriickkommen. 

Aus dem eben gefundenen Integral wollen wir noch ein ande- 
res ableiten durch Reihenentwicklung. Wir nehmen 


fee) 


few cos Buda 

0 
und ldsen den Cosinus in eine Reihe auf, die nach geraden Poten- 
zen von « fortschreitet. Dann kénnen wir jedes Glied nach der 
vorigen Formel berechnen. Wir erhalten 


ee cos Bada = fas Cae aries Sa or 
. Grieg ‘ 2 
Fe Gn)! Hes er da 
Lf (— 8)" 1 (2n)! il ? 
- = Sar aV3 nl (4p 


_1\/r& 1 (—8\ 
=a V5 Seer 


d. h. 


eee 
(35) few cos Buda =1\/2. oo 


0 


worin 6 keiner Beschrinkung unterliegt, aber \/2 positiv zu neh- 
a 


men ist. 


Zweiter Abschnitt. 


Unendliche Reihen. 


§. 19. 
Definition der convergenten unendlichen Reihe. 


Wir gehen jetzt iiber zu der Entwicklung von Functionen in 
sogenannte trigonometrische Reihen, d. h. in Reihen, welche fort- 
schreiten nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen der ver- 
anderlichen Grdsse. Bevor wir diese Entwicklung vornehmen, ist 
es zweckmiassig, einige allgemeine Betrachtungen tiber die Conver- 
genz unendlicher Reihen vorauszuschicken. 


Es sei 
Sn = A +a +m +--+ om. 


Ist dann lim s, — c fir n = © unde eine bestimmte end- 
liche Zahl, so heisst die unendliche Reihe 


a + a + a ++ 
convergent, und ¢ ist ihre Summe. 
In diesem Falle hat man fiir lim n = 


lim (Sy — Sn—1) = 0, 
und 
lim (Sn +m — Sn) = 9, 
wie gross auch m gewahlt werden moge. D.h. mit anderen Worten: 
in einer convergenten unendlichen Reihe ist 
lum dy = 0, 


lum (Qn 44 a On +2 + 72% + Oi in) == (0h 
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Wir betrachten zuniichst eine Reihe, deren Glieder simmtlich 
positiv sind, 
(36) PoP Pisces 
und fragen, unter welchen Bedingungen sie convergire. Wir setzen 

Sn = Po + Pi + D2 + +++ + Dn- 

Die Bedingung, dass lam p, = 0 sei, geniigt hier nicht, um 
die Convergenz der Reihe zu sichern. Man iiberzeugt sich davon 
an der harmonischen Reihe 


1 1 1 1 
Hier ist lim s — 0. Aber die Summe der Reihe wird unendlich 


gross, wenn 7 ins Unendliche zunimmt. Denn man kann den Bruch 


1 - : a 
— durch ein bestimmtes Integral ausdriicken: 
” 


ed} 
1 
—— a"—1 dz. 
n 
: 0 


at 
1 — x” 
1—2z 


Dadurch erhilt man 


a du, 


und diese Summe nihert sich fiir wachsende » der Grenze 


a 


da 
1—2£ 


lim i 


Die Function unter dem Integral wird an der obern Grenze un- 
endlich. Wir nehmen also statt dieser obern Grenze 1 — ke, 
indem wir mit / eine willkiirliche positive Constante und mit « 
einen positiven echten Bruch bezeichnen, welcher der Null beliebig 
angenihert werden kann. Das unbestimmte Integral lasst sich 
herstellen, es ist 

nada 

L232 


—lg 1 — 2) 
und daher 


1—ke 


{=-v 0-1 =— he. 
0 


a 


Lassen wir nun ¢ in 0 iibergehen, so wird 


lim (— lgke) = + ow. 
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Wir miissen demnach zu der Bedingung, dass lim p, = 0 sei, 
noch eine andere hinzufiigen. Liasst sich nun eine endliche Zahl 
A angeben, so dass 

lim Ss < A 
bleibt, so folgt daraus die Convergenz der Reihe. Denn es muss, 
da sa’mmtliche Glieder der Reihe positiv sind, die Summe s,, zu- 
nehmen mit wachsendem m. Lassen wir aber eine verinderliche 
Zahl x das Intervall von 0 bis A stetig wachsend durchlaufen, so 
muss sich dabei ein Werth ~ = finden, der so beschaffen ist, dass 
lims, die Werthe von x noch iiberschreitet, die kleiner sind als c¢, 
dagegen die Werthe nicht erreicht, die grosser sind als ¢. Dann ist 
lim’ s, —e 
und deshalb die Reihe convergent. 

Bringt man die Glieder der Reihe (36) in irgend eine andere 
Anordnung, so fragt es sich, ob dadurch der Grenzwerth von sy, 
geandert werde. Es zeigt sich, dass dies nicht der Fall ist. Denn 
man braucht nur in der neu geordneten Reihe bis zu einer Stelle 
zu gehen, der alle Glieder mit dem Index < » + 1 vorhergehen. 
Als Summe der Glieder bis zu dieser Stelle erhalt man dann einen 
Werth, der entweder — s, ist oder noch naher an ¢ liegt, als s,. 
Daher nihert sich auch hier die Summe derselben Grenze c, wenn 
man » ins Unendliche wachsen lisst. D. h. die Summe der Reihe 
ist unabhangig von der Anordnung der Glieder. 


Hintheilung der convergenten Reihen in zwei Classen. 
Wir betrachten die Reihe 

(37) m+atatat-., 

welche positive und negative Glieder enthalten soll. Die positiven 

Glieder fiir sich mogen eine Reihe bilden 


(38) Po + Di +2 + Ps os (lim pn = 9), 
und die negativen Glieder fiir sich eine Reihe 
(39) — h — hh — & — ; (lim 0 — 0). 


Bei der Untersuchung iiber die Convergenz der Reihe (37) 
_ sind vier Fille zu unterscheiden, nemlich 
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1. die Summe der Reihe (38) ist unendlich, die Summe der 
Reihe (39) endlich; 
2. die Summe von (38) ist endlich, die Summe von (39) un- 


endlich ; 
3. die Summe von (38) und die Summe von (39) sind beide 
endlich; 
4,- die Summe von (38) und die Summe von (39) sind beide 
unendlich. 
Im ersten und zweiten Falle ist die Reihe (37) divergent, ihre 
Summe ist im ersten Falle -+- o, im zweiten Falle — o. 


Im dritten Falle ist die Reihe (37) convergent, ihre Summe 
unabhingig von der Anordnung der Glieder. Man iiberzeugt sich 
davon durch die folgende Betrachtung. Es sei P die Summe der 
unendlichen Reihe (38), — Q die Summe der unendlichen Reihe 
(39). Die Reihen (37), (38), (39) seien urspriinglich so geordnet, 


dass 
A +. Cy => ea 4 Am +n+1 
= Pot Pr tes + Pm , 
52 Gos kN = ee Ge 
Wir bezeichnen die Summe auf der linken Seite dieser Gleichung 
Mit Sm4n+41 und setzen é 


Po Bi Fo 1 Pm = Pins 

go + In = Qn. 
Dann ist bei der urspriinglichen Anordnung der Glieder 
Lim Sn4-n+1 == lim (Pn — Qn) = em Py, — lim Q, = P — Q, 
also nach der Voraussetzung eine bestimmte endliche Zahl. 

Werden nun die Glieder der Reihe (37) in beliebig verander- 
ter Reihenfolge genommen, so braucht man in der neu geordneten 
Reihe nur bis zu einer Stelle zu gehen, welcher sammtliche p mit 
dem Index < m+ 1 und simmtliche gq mit dem Index << n+ 1 
voraufgehen. Die Summe der Reihe bis zu dieser Stelle ist dann 
entweder P,, — Qn, oder sie hegt zwischen P — Q, und P,, — Q. 
Folglich nahert sich auch diese Summe, wenn man die Gliederzahl 
ins Unendliche zunehmen lasst, der Grenze P — Q. 

Im vierten Falle kann man die Glieder der Reihe (37) stets so 
anordnen, dass ihre Summe einen beliebigen Werth XK erhiilt. Man 
nimmt so lange positive Glieder, bis der Werth K eben iiber- 
schritten ist, dann so lange negative Glieder, bis die Summe eben 
unter A herabsinkt, und wiederholt dasselbe Verfahren beliebig 
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oft, so nihert sich die Summe der Reihe fortwahrend dem Grenz- 
werthe K. Denn bricht man die Reihe bei einem positiven Gliede 


ab, so dass 

[ea = ES aU a eee 

De ee Pua Pe o> Ke 
ist, so unterscheidet sich die Summe der Reihe von der Grosse K 
um weniger als p,. Bricht man dagegen bei einem negativen 
Gliede ab, so dass man 


Doria. dy ee 

Po + +: a = = 
erhalt, so ist die Summe der Reihe um weniger als q, von der 
Grosse K verschieden. Es ist aber lim p, — 0 und lim q, = 0. 
Wenn man also das Verfahren nur hinreichend lange fortsetzt, so 
kann man die Summe der Reihe beliebig nahe an die Grosse K 
bringen. 

Wir haben demnach zwei Classen von convergenten Reihen 
zu unterscheiden, nemlich solche, deren Summe unabhingig von 
der Anordnung der Glieder ist, und solche, die je nach der Anord- 
nung der Glieder eine andere Summe geben. 

Zu der letztgenannten Classe gehért das folgende Beispiel. 
Wir nehmen die harmonische Reihe sowohl fiir die Reihe der p 
als fiir die Reihe der g. Wird die Reihe (37) dann so gebildet, 
dass die Glieder abwechselnd positives und negatives Zeichen haben, 
so hat man 


tim | 1 —1 oo 5 |=e. 


Nehmen wir aber stets zwei positive Glieder und darauf ein 
negatives, so ergibt sich 


me 1 1 1 1 1 1 1 
pe tats 9 al 2m— 1 Ho 5 | 


2m 2m 
= lim Pag = -> as = lim me 
=m+1 
ead ih Aer 1 1 
=e m 1 | 2 mn 1 | mM 
WV —_— 
1 pate a UNE oh 
aD m Tae m a m oe m 
"ad 
= a — ly 2) 
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Man kann aber auch ganz allgemein ly i als Summe der Reihe 
herstellen. Denn nimmt man stets i positive Glieder zusammen 
und darauf ein einziges negatives, so ergibt sich 


: 1 1 1 1 1 1 
im ag cE a By ea Ler otels eae ae BE SK 
lim [2 L QI { i 1 | ees) k+2 | Ok 9 | 
km m km 
1 1\ 1 
= tin | — > n| = li 
n=1 n=1 m+1 


Zu den Reihen, deren Glieder in einer bestimmt vorgeschrie- 
benen Anordnung genommen werden miissen, gehdren die Reihen, 
welche nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen der Verander- 
lichen fortschreiten, und diese sollen in den folgenden Paragraphen 
den Gegenstand der Betrachtung bilden, ~ 


§. 21. 


Die Reihe, welche nach den Sinus der Vielfachen des 
Argumentes fortschreitet. 


Wir betrachten die Reihe 
(40) a, sin x + ay sin 24 + a; sim 3x-+---- 

Eine solche Entwicklung scheint mit der nach Potenzen von 
z im wesentlichen iibereinzustimmen, sie ist aber durchaus dayon 
verschieden. Ks wird sich zeigen, dass in der Form (40) sich selbst 
solche Functionen entwickeln lassen, deren Verlauf ganz unregel- 
miissig ist, und die, je nachdem die Verinderliche zwischen ande- 
ren Grenzen liegt, ganz verschiedene Gesetze befolgen, analog den 
Erscheinungen bei den discontinuirlichen bestimmten Integralen. 
Solche Reihen sind zuerst behandelt bei dem Probleme der schwin- 
genden Saiten, mit welchem sich um die Mitte des vorigen Jahr- 
hunderts. Daniel Bernoulli, Euler, Lagrange u. a. beschiif- 
tigten. Bei der Art, wie Dan. Bernoulli die Aufgabe behandelte, 
wurde es néthig, eine Function f() in eine solche Reihe zu ent- 
wickeln, und zwar musste die Entwicklung giiltig sein fiir alle 
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Werthe von x zwischen 0 und z. Bernoulli bestimmte die Coef- 
ficienten der Entwicklung nicht, sagte aber: was fiir eine Curve 
auch gezeichnet werden moge, die Ordinate miisse sich doch immer 
in dieser Form darstellen lassen. Er berief sich darauf, dass in 
der Reihe eine unendliche Anzahl von Coefficienten vorkomme. 
War die Behauptung Bernoulli’s richtig, so musste man nach- 
weisen kénnen, dass die Entwicklung auch fiir die Ordinaten einer 
gebrochenen Linie passt, ebenso gut wie fiir jede andere Curve. 
Dies bestritt Euler, weil man auch in der Reihe 
atba+tex+t.-. 

die Coefficienten nicht so bestimmen konne, dass die Linie von 
einem bestimmten Punkte aus ihre Richtung plotzlich andere. 
Dies ist freilich richtig, denn-f(v) = a + ba stellt eine gerade 
Linie dar bis ins Unendliche, aber keine gebrochene Linie. In der 
That schien damals die Darstellung einer gebrochenen Linie auch 
in der Form (40) nicht méglich, und Bernoulli konnte auf den 
Kinwurf Euler’s nichts weiter erwidern, als dass man eine un- 
endliche Anzahl von Coordinaten habe und diese beliebig bestim- 
men konne, 

Erst durch spitere Untersuchungen hat es sich herausgestellt, 
dass es méglich ist, die Ordinaten einer gebrochenen Linie in der 
Form der Reihe (40) auszudriicken. Am einfachsten ist diese Ent- 
wicklung, indem man von einer endlichen Anzahl von Gliedern zu 
einer unendlichen iibergeht. Man sucht also zunichst fiir einzelne 
besondere Werthe der Variablen die zugehorigen Werthe der Func- 
tion durch die Reihe (40) auszudriicken, ohne sich jedoch an eine 
beschrankte Anzahl zu binden. Wenn man dann die Anzahl dieser 
Werthe immer weiter vermehrt, so kommt man endlich zu einer 
unbestimmten Anzahl. Also, geometrisch aufgefasst, bestimmt man 
zuerst fiir einzelne Abscissen die Ordinate, und zwar fiir immer 
mehr und mehr, und geht dann zu der unendlichen Anzahl iber, 
d. h. man nimmt die ganze Curve. 


G22, 
Summirung der n—1 ersten Glieder. Grenzwerth fiirn—»o. 


Wir wollen die Reihe aus » — 1 Gliedern bestehen lassen, 
also setzen: 


(41) f(v) = aq sine + ay sinda +.---+ aati sinn — 12. 
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‘Diese Function hat den Werth 0 fiir = 0 und fiir 7 = z. 
Wir wollen daher ihren Verlauf nur fiir solche x betrachten, die 
grésser als 0 und kleiner als w sind. Unter dieser Beschriinkung 
koénnen wir fiir » — 1 bestimmte, beliebig gewahlte Werthe von 
az die Functionswerthe in Uebereinstimmung bringen je mit der 
entsprechenden Ordinate einer willkiirlich genommenen Curve. 
Dadurch erhalten wir nemlich » — 1 Bedingungsgleichungen, in 
welchen die n —1 Unbekannten a, d,,+-+@—1 linear vorkommen. 
Diese werden sich also, allgemein zu reden, aus den Bedingungs- 
gleichungen eindeutig bestimmen lassen. Wir wahlen die n — 1 
bestimmten Werthe von a so, dass sie eine arithmetische Pro- 
gression bilden, also 


a 2m 3x mI n—12 
n> nn’? n? n’ wie. 
und bezeichnen die zugehdrigen Ordinaten der Curve mit resp. 
Yiy Yor Yar 7° Ym *** Yn—-1- 
Dann sind » — 1 Werthe der Function f(x) festgelegt durch die 


Gleichungen 


#2) = 6 72) S99 (2) sms Oe 


Daraus ergeben sich fiir die ~ — 1 unbekannten Coefficienten in 
(41) die Gleichungen 


D7 Bia Si NTE bi 
f (2) =a sin= + a, ei a sin (@—D_-, 


n 


nage pte . 2m 
f(=)=a Si —— + Ay SM 2———-+-- + Un —1 Sin (n — 1); 


+++ + @y_—1 sin (n—1) nae. 
Aus diesen Gleichungen haben wir die Werthe der Gréssen 


(iy, Az, *** G,—1 Zu bestimmen. Hierfiir hat zuerst Lagrange*) 


*) Miscellanea Taurinensia. Tomus I. Recherches sur la nature et la 
propagation du son. — Misc. Taur. Tom. II. Des vibrations d’une ‘corde 
tendue et chargée d’un nombre quelconque de poids. (Pag. 247.) — Ueber 
die directe Lésung mit Hilfe der Determinanten-Theorie sehe man nach 
in dem Aufsatze: Solution de la question 979, par M. EH. de Hunyady. 
(Nouvelles Annales de Mathématiques. 2. série. Tome 11. 1872.) 


§. 22. Summirung der n —1 ersten Glieder. 47 


ein sehr einfaches Mittel angegeben. Wenn man nemlich jede 
Gleichung mit einem besondern unbestimmten Coefficienten multi- 
_ plicirt und dann simmtliche Gleichungen addirt, so lisst sich das 
System der unbestimmten Coefficienten so bestimmen, dass in der 
~Summe alle Gréssen a bis auf eine mit 0 multiplicirt sind. Im 
_allgemeinen wiirde die Ermittlung des Werthes der unbestimmten 
- Coefficienten von einer ahnlichen Frage abhingen, wie die Lésung 
der Gleichungen selbst. Fiir unsere Gleichungen aber gibt es ein 
sehr einfaches Factorensystem. Um irgend ein a zu berechnen, 
hat man jede Gleichung mit dem Doppelten des Factors zu multi- 
pliciren, mit welchem das a in-der Gleichung schon multiplicirt 
ist. Soll also a, ermittelt werden, so multipliciren wir die erste 


: 3 f Tee “ 3 : De te ‘ ' 
Gleichung mit 2 sin m—, die zweite mit 2 sin m—, die dritte mit 
n n 


; : ; F — 1 : : 
2 sin m=, u. s. f., die letzte mit 2 sin m a und addiren die 


Resultate. Es fragt sich dann, was in der Summe multiplicirt ist 
mit a fir k @ m, und was multiplicirt ist mit a, Als Factor 
von q@ erhalten wir 


Me cael rie 1 SAN eae 20 
Ax; = 2( sink—sinm— sin k — sinm — + -:: 
§ n pot n n ate 


. 7m —1le. n—Il1nx 
+> + sink Gat aye ): 
Hier lasst sich jedes Glied verwandeln nach der Formel 


2 sin a sin B = cos («— B) — cos (w~-+-£). 


Dadurch ergibt sich als Factor von a 
A;, = cos (k —m) = cos (k — m) a +++ + cos (k — m) 


n—lax 
n 


ay 
— | eos (b+) 2 + cos (fm) — 4 +--+ cos (k- m) = =|. 
Es kommt also darauf an, zu summiren 
s = cos 6 + cos 26+ --» + cos (n—1) 6. 
Multiplicirt man auf beiden Seiten dieser Gleichung mit 2 cos 


und verwandelt die Producte von Cosinus in Summen, so er- 
halt man 


2scos0 = 1-4 cos@ + cos24 + --- + cos (n — 2) 0 
+ cos26 + cos36 + cos40 + +--+ + cosnd. 
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Fiir die erste Reihe auf der rechten Seite kénnen wir schreiben 
1 — cos (n — 1) 0+ 5, fiir die zweite Reihe cosn@ — cos@ + 5 
und erhalten also aus der letzten Gleichung 


2s(1 — cos 0) = — (1 — cos) + {cos (n — 1) 6 — cosn 6}, 
oder 
wat 1 cos (n — 1) 0 — cosnd 
Reeser 2 (1 — cos 0) 
daa Dil 
re 1 | 2 sin > Osim 5 0 
noe ee CL Ace ee 
4 sins 0 sin 5 4) 
: 0) 
sin (2n — 1) = 
By 2 
2 sin 5 0 


Mit Hilfe dieser Formel lisst sich der gefundene Ausdruck fiir A), 
summiren. Die Forme] kann allerdings in ihrem letzten Gliede die 


Form 0:0 annehmen, wenn sin xo = 0, also 9 ein Vielfaches von 


2a ist. Dies tritt aber in unserm Falle nicht ein, da & und m 

beide kleiner als » und von einander verschieden sind. Wir haben 

nun einmal § = (k —m) =, und einmal § = (ktm) = zu setzen: 

in beiden Fallen liegt dann der Zahlwerth von 6 zwischen 0 und 2 z. 
hx 


Nehmen wir nun 6 = —, wo h immer eine ganze Zahl und ent- 
n 


weder = k — m oder = & + m ist, so wird 


Auf der rechten Seite kann der Nenner des zweiten Gliedes nicht 
= 0 werden. Losen wir im Zahler den Sinus der Differenz auf 
und beachten, dass sinha = 0 ist, so wird 


_ hx 
sin = cos hx 1 
$= — 5 cea, ema te COS 
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Dieser Werth von s ist 0 oder — 1, je nachdem h ungerade 
oder gerade ist. Es sind aber k — m und k + m immer gleich- 
zeitig gerade oder ungerade, und folglich haben die beiden Reihen, 
deren Differenz — A; ist, immer denselben Werth. Der gesuchte 
Factor von a; ist also = 0, wenn & von m verschieden ist. 

Der Factor von a,, findet sich, indem wir in A; setzen k = m. 
D. h. es ist 


Ay,=1+1+-. +1 
bf —la 
—[ostm 2 onan 24 - + cos2m i | 
Die erste Reihe ist — ~ — 1. Um die Klammer in der zweiten 
Reihe zu summiren, hat man _in dem letzten Ausdrucke fiir s zu 


setzen h = 2m. Die Summe in der Klammer wird also = — 1, 
und daher ist 


Aye: 
Wir erhalten das Resultat 


(42) Main = 2f (2) si sin 49 2f (=) sin 2mm 
+ af (" Pile age 


2) 


und darin ist der Reihe nach 
m—=1,2,3,...n—1 
zu setzen. : 
Gehen wir jetzt vom Endlichen zum Unendlichen iiber, so 
haben wir zu untersuchen, was aus dem Coefficienten a,, wird, 
wenn ” immer mehr wichst. Es ist 


an = 2 E(e(2)s he *) 5 (agri 


uN n 
aa bes _n—I\lmax 
- s(*= 5 ) sin 5 |. 


Lassen wir auf der rechten Seite m ins Unendliche zunehmen, so 
erhalten wir 


bm = = [ f(a)sinmade. 
0 


Hiermit ist unsere Aufgabe gelést. Die Coefficienten in der Ent- 
wicklung von f(x) sind so bestimmt, dass die Function fiir einen 
beliebigen Werth von x, der grésser als 0 und kleiner als z ist, 
die Ordinate einer willkiirlich genommenen Curve ausdriickt. Es ist 
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freilich nicht gesagt, dass die Coefficienten sich immer in endlicher 
Form entwickeln lassen. Aber wir haben sie doch in Form yon ’ 
bestimmten Integralen. Die Entwicklung von f(x) lautet danach 


(48) f(x) = a, sina + a, sin 2a + --- + Omsinma + =: 
Deir yiatee 
am = zfs (a) sin mad a. 
0 


sess Uy os AVE 

Die Function ist hier an gar keine analytische Eigenschaft 
gebunden, sondern kann sich an verschiedenen Stellen dndern. 
Die Coefficienten sind dann immer noch durch bestimmte Integrale, 
also durch Flachen ausgedriickt. 

Hiernach kénnte man den Versuch machen, mit einer Potenz- 
reihe ebenso zu verfahren, d. h. eine parabolische Curve an belie- 
bigen Stellen mit einer willkiirlich genommenen Curve zusammen- 
fallen zu lassen und hierauf die Anzahl dieser einzelnen Stellen 
unendlich zu vermehren. Dies geht aber nicht, wie man leicht 
sieht, und der Grund davon liegt eben darin, dass der Uebergang 
zum Unendlichen nicht ausfiihrbar ist. . Bei der parabolischen 
Curve nahern sich die Coefficienten nicht wie hier einer bestimm- 
ten Grenze, wenn man die Gliederzahl der Reihe ins Unendliche 
zunehmen lisst. Man kann also eine solche parabolische Curve 
nicht mit einer gebrochenen Linie zusammenfallen lassen, wenn 
man auch noch so viele Punkte auf beiden gemeinschaftlich 
nehmen kann. Vielmehr schwankt fiir die dazwischen liegenden 
Punkte die parabolische Curve hin und her. Also war das Argu- 
ment von Daniel Bernoulli, dass er unendlich viele Coefficien- 
ten habe und diese nur zu bestimmen brauche, im allgemeinen 
a priort nicht richtig, sondern er hatte nachweisen miissen, dass 
jeder Coefficient sich immer einem bestimmten Werthe nahert. 

Aus der.obigen Entwicklung erhellt, dass die Function fir 
« = 0 und « = a nicht mehr durch die Reihe dargestellt wird. 
Denn die Reihe hat fiir diese beiden ‘ussersten Werthe der Va- 


riablen den Werth 0, wahrend die Function beliebige andere Werthe 
haben kann. 
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§. 23. 


Beispiele. 


I. Wir nehmen als Beispiel 
f(a) =2. 


Dann lasst sich das unbestimmte Integral 
[f@sinmada 
leicht finden. Es ist 


é % COS mM & da 
asinma da = — ———— + cosm a —— 


m 


te eR A F pee Ss 


m : m? 


Hiernach erhalten wir das bestimmte Integral 


T 


: COS M1 
ore ; 


nv 


2 cosmx 
also — | aesinmada = earire ws 


Der Cosinus ist eo veaiastid —lund+ 1. Wir haben da- 
nach die Entwicklung 

+e ay Ors = vis Hee ee. ae Bes 

Fir z = 0 sind beide Seiten der a Ee = 0. Die Ent- 
wicklung gilt also noch fiir = 0. Beide Seiten gehen ins Ent-_ 
gegengesetzte iiber, wenn # mit — z vertauscht wird. Folglich ist 
die Gleichung giiltig fir + 2 > 2 > — a, dagegen nicht mehr 
Me 2 == 7 2. 

IL Wir koénnen auch eine Function, die von « 
constant, z. B. = 1 ist, in eine Reihe entwickeln. In diesem Falle 


haben wir 
3 , cosma 
sinmada = — +6, 
mies 
7 

2 : 2 1 — cosmx 
also am = — | sinmada = — - ——__——_-- 

Pa x m 


A# 
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Dieser Werth ist = 0 fiir ein gerades m, dagegen — ws fiir 


ein ungerades m. Folglich ergibt sich 


bf Sinn , Sim3x , sindax 
Ade oe 4 3 5 + 

Diese Entwicklung ist fiir «= 0 und v = zm nicht mehr giltig. 

Vertauscht man w mit — x, so geht die rechte Seite ins Entgegen- 

a 

4 

x. Sie ist — 0 fir —0. An dieser Stelle findet also ein dop- 


gesetzte tiber. Die Summe der Reihe ist also — — — fiir negative 


pelter Sprung statt, von a auf 0 und von 0 auf — =, wenn # aus 


dem Positiven durch 0 ins Negative tibergeht. 

III. Suchen wir nun auch die Ordinaten einer gebrochenen 
Linie durch die Reihe (43) darzustellen. Sie sei zusammengesetzt 
aus den Katheten eines gleichschenkligen rechtwinkligen Dreiecks, 
dessen Hypotenuse das Stiick der z-Axe von 0 bis a sein mége 
(Fig. 6). Dann haben wir 


fir > >So f(a) = & 
firn 2r2s Se) = 2 ae 
Fig. 6. 
rr) ia 76 
2 


Das Integral muss hier in zwei zerlegt werden, nemlich 


Wo + | sesinmeda 


T 
By t 
= [usinmada + [jw sinmade 
0 7 
2 
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Es ist aber 
} & COS M SiN MN 
asinmoada = — = + ¢, 
: m m? 
. Tt COS M 0 0 COS 1M % Sin mM c 
(x — a)sinmada = —. | — +e, 
m m m2 

folglich 


2 2 2 
if esinmada = — a pra SET 
0 
und 


1 Sota 
gq OOS ma sim > m1 


[fe — a)sinmada sii pale SI gig eee 


m m? 
vy 
Daraus ergibt sich 


1 
sin a mn 


oan uae 


[se)sinmeau— = 2 ——___ 


und 
yy ea 
4 85 
1 m? 
Fiir gerade m ist sin 3 mx — 0, fiir ungerade m dagegen — + 1, 
wenn m = 4n-+ 1, und = — 1, wenn m=—4n — List. Wir 
erhalten demnach 
A(sma  sm3a , simbdx 
S (2) — a ica 32 + 52 
bee et pes (0) 

Setzen wir x = 5 , So ist auch f(a” 
cores Aes ee Le 
eo av 

IV. Wir haben bis jetzt vorausgesetzt, dass die Function von 

x = 0 bis x = x ununterbrochen continuirlich sei, Es kann aber 
auch an einzelnen Stellen ein Sprung eintreten, so dass man fiir 
die betreffende Abscisse eigentlich zwei Ordinaten hat, die von ein- 
ander verschieden sind, aber zuniichst beide endlich sein sollen. 
Das bestimmte Integral hat auch fiir solche Curven noch seine 
Bedeutung. Ob wir an der Stelle der Spriinge die eine oder die 


Se 


oe also 
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andere Ordinate, multiplicirt mit dz, als Beitrag zu dem Integral 
nehmen, ist gleichgiiltig, denn dieser Beitrag ist ja unendlich klein. 
Doch darf der Sprung nur an einzelnen Stellen vorkommen, und 
nach jedem Sprunge muss wieder eine stetige Strecke folgen 
(Fig. 7). Wollen wir nun eine solche Function in eine Reihe nach 
den Sinus der Vielfachen von x entwickeln, so haben die Integrale 
bestimmte Werthe. Die Coefficienten sind also ebenfalls bestimmt. 
Es fragt sich nur, welchen Werth die Reihe an einer Unstetigkeits- 
stelle annimmt. Sie kann ja an dieser Stelle nur einen Werth be- 
sitzen, also nicht gleichzeitig beide Ordinaten der Unstetigkeits- 
stelle ausdriicken. Es ist daher néthig, von dieser Seite die Reihe 
noch genauer zu beleuchten. 

Wir nehmen als Beispiel eine Function, welche von x — 0 


bisa — S den Werth 1, von 7 = a bis = a den Werth 0 hat 
(Fig. 8). Dann ist 


Fig. 7. Fig. 8. 
Bee 
H i} 
: t 
} | 
' ‘ | 
H H ‘ 
t 1 ' 
1 t 
H —_—_—_—_—_—_—_— 
i I 
| 
1 : 4 1 ! 
\ | f H 
' DSi eg ease —————————Ee 
: Zz a 
i S 2 


1 
1 — cos— max 


re 


mn” 


1 
1 — cos 9 a 


F : 1 
alsO Gm = - Firm = 4n ist cos — ma = 1, also 
Mi m 2 
nv - ; 1 2 
Gm = 0. Fir m= 4n-+ 2 ist cos = ma = — 1, also a, = —-—- 
2 « mM 
‘ 1 
Ist m ungerade, so wird cos 5 nn = 0, und deshalb a,, = a 


Daher ergibt sich 


the) = ata tb pointe t gainers sinda-+F sinba-t~ |. 
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Also haben wir aus dieser Reihe 


z= sina + sin 2% + we +- Be -- a S00 


fir F > o> 0, 
und 


SiN 3 we sin Da sin 6 @ 


0 = sma.t sm2x + 5 + : ae 5 of is 


fir 2 > «> 5. 
Suchen wir hier nun den Werth der Reihe an der Sprungstelle, 
also fir 7 = o so ergibt sich 
1 1 1 
eee 5 mea 
und die Summe dieser Reihe ist bekanntlich +. Der Werth der 


Reihe liegt also an der Sprungstelle in der Mitte zwischen den 
beiden Werthen der Function. 


8. 24. 


Die Reihe, welche nach den Cosinus der Vielfachen des 
Argumentes fortschreitet. 


Wie in dem Vorhergehenden die Entwicklung nach den Sinus 
der Vielfachen von x vorgenommen ist, so soll nun die Function 
in einer Reihe dargestellt werden, die nach den Cosinus der Viel- 
_ fachen von a fortschreitet. Wir erreichen diesen Zweck am ein- 
fachsten, indem wir in (43) statt f(x) schreiben 2f(a) sina. Da- 
durch erhalten wir 


2f (x) sina =a, sinx + a,sin2Ia + a;sinda”+-:-- 


7 
2 Sean: 
Om = sf 2f(a)sinasinmade. 
0 


Setzen wir nun 


— = [ fcoshude, 
0 
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so wird 
Gm = Oye —t Oi 


und dadurch geht die vorige Entwicklung tber in 

2f (“) sina = (by — b) sina + (b, —b,)sin2a” + (by — by) sin3a-+- 

oder 

2f (x) sina = by sina + b, sin2a + b, (sin3 x — sinx)+--- 
--» + bn (sinm + la — sinm—12) +4 -:- 

Entwickeln wir hier sin2 2 —= 2sinxcos x, 

e sinm+ 1a — sinm — la = 2sinacosma, 
und dividiren auf beiden Seiten durch 2 sin x, so ergibt sich 


(44) f (2) = eh 1b, cosx Ub, 60820 ot 1 Opcoemaceen 


M4 


Don — re [ f(a) cosmade. 
0 


Bei der Reihe (43) fanden wir, dass sie fiir die dussersten 
Werthe x = 0 und x = a die Function nicht mehr ausdriickt. 
Denn es wird dort in den beiden aussersten Fallen die Summe der 
Reihe — 0, wahrend die Function von 0 verschieden sein kann. - 
Wir haben nun hier die Reihe (43) zur Entwicklung einer Function 
/(@) . sinaw angewandt, die fiir = 0 und « = =z den Werth 0 
annimmt, wie die Reihe. Hier haben wir also einen besondern 
Fall, in welchem die Entwicklung fiir « = 0 und x = z noch den 
Functionswerth gibt. Ob aber die abgeleitete Reihe (44) allgemein 
fiir x = 0 und « = = noch giiltig ist, lisst sich mit Sicherheit 
noch nicht beurtheilen. Vorliufig notiren wir also als Giiltigkeits- 
intervall der Reihe (44) 

A en AUG 

Entwickeln wir auch hier z, B. die Function f(x) = x, so 

haben wir 


SIN M O SIN M & 
COSN.1.——=—————— da 
m m 


Sin M Oo LOSS 5 
9 


mee m a m? 


also 
wv 

cosma — 1 

Losmad ¢ = ——_— 

i m2 2 

0 
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und daher 
5 a 2 cosmx — 1 
LES Mee mm 


Fiir ein gerades m ist b,, — 0, fiir m = 0 wird aber 


also if le De fate 


Daraus ergibt sich 


1 4 ~ C0S3 4 cosh a 
r= ZZ lose 4 aa ots 52 adie 


Diese Reihe gilt auch fiir die beiden d&ussersten Werthe x = 0 
und a7 =z. Denn es ist 


o= Fh 4 5t+at+eH 


EL Bees 
wie man leicht findet, wenn man die in §. 23 unter III. entwickelte 
2 
Reihe fiir = beriicksichtigt. 


Obgleich dieselbe Function sowohl nach den Sinus als nach 
den Cosinus der Vielfachen von w entwickelt werden kann, so fin- 
det doch ein wesentlicher Unterschied zwischen beiden Darstellun- 

Fig. 9. 


gen statt. Die eine Reihe wird die Kigenschaft der Sinus haben, 
dass sie ins Entgegengesetzte iibergeht, wenn 2 mit — x vertauscht 
wird, d. h. auf eine Curve angewandt, dass fiir entgegengesetzt gleiche 
Abscissen auch die Ordinaten entgegengesetzt gleich sind (Fig. 9). 
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Hat die Curve fiir = 0 nicht die Ordinate 0, so besitzt sie an 
dieser Stelle zwei entgegengesetzt gleiche Ordinaten. Es findet 
dann also ein Sprung statt, und die Reihe gibt fir 2 = 0 den 
Mittelwerth beider Ordinaten, nemlich 0. Die Reihe, die nach den 
Cosinus der Vielfachen von x fortschreitet, stellt dagegen eine 
Curve dar, die fiir entgegengesetzt gleiche Abscissen gleiche Ordi- 
naten hat, also symmetrisch zur Ordinatenaxe liegt. Wir haben 
z. B. gefunden: 
be 2 (sina _ sm 2a ae sin 3a an .) 
2 3 

Dadurch wird (Fig. 10) die gerade Linie AO B dargestellt, welche 
den ersten und dritten Quadranten halbirt, und die Entwicklung 
gilt fiir 7 > x2 > — a. Dagegen haben wir eben die Reihe ab- 
geleitet . 


ba 4 C08 3.x cos 5 x 
te= 5 — Sosa So + 52 ++). 
Diese stellt: von z—-+ a bis = — a die gebrochene Linie 


AOC dar, welche den ersten und zweiten Quadranten halbirt. 
Man wird also, wenn eine Function nicht allein zwischen x = 0 
und #— 7, sondern zwischen « = — x und « = + = dargestellt 
Fic. 10. werden soll, zu unterschei- 
x den haben, ob sie fir 
Ac ¥ entgegengesetzt gleiche 
Werthe von x entgegen- 
gesetzte oder gleiche 
Werthe annimmt. Im 
ersten Falle kann man 
sie nach Sinus, im andern 
nach Cosinus entwickeln. 
Es kann aber noch der 
dritte Fall eintreten, dass 
die Function fiir entge- 
gengesetztgleiche Werthe 
von w weder gleiche noch 
entgegengesetzte Werthe besitzt. Dieser dritte Fall bedarf noch 
der besondern Untersuchung. 
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§.. 25. 
Fourier’s Reihe. 


Es seien die Werthe der Function (x) von x = — z bis 
“2 =-+ ox vollig willkiirlich gegeben, jedoch so, dass Spriinge nur 
an einzelnen Stellen stattfinden, und dass auf jeden Sprung wieder 
ein continuirlicher Verlauf folgt. Dann lasst sich y («) in eine Reihe 
entwickeln, die sowohl die Sinus als die Cosinus der Vielfachen 
von a enthalt. Man kann nemlich g(x) als eine Summe von zwei 
Functionen darstellen, von denen die eine unverdndert bleibt, die 
andere ins Entgegengesetzte tibergeht, wenn w mit — # vertauscht 
wird. Die erste Function lasst sich dann nach Cosinus, die an- 
dere nach Sinus entwickeln, und die Entwicklung ist giiltig fiir 
x >a > — a. Die in Rede stehende Zerlegung ist folgende: 


p(t) = p (x) so (— #) l yp (x) = y (— x) 


2 
Geometrisch ist dies leicht zu deuten. Wir haben drei Curven, 
die von x = — a bis x = + zverlaufen. Die Gleichungen dieser 


Curven sind 
y' = 9(“) + 9(— 2) 
y" = p(") — p(— #) 
1 
g = y= 92), 
Die erste Curve (Fig. 11) hat gleiche Ordinaten fir entgegen- 
gesetzte Werthe von x, die zweite hat entgegengesetzte Ordinaten 


Fig. 11. 
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fiir entgegengesetzte Werthe von x Die Ordinaten der dritten 
Curve sind stets das arithmetische Mittel der Ordinaten der ersten 
und zweiten Curve. 

Wir entwickeln nun 


gy (#) aps 2) 2 by + b,cosx + b,cos2a% +--+, 


baz 2 (res Meee, cos m o do, 
oA 2 
0 


Ferner 


PAO Phase a, sina + a,sinQa + a, sina +..., 


2 
am =e [PO mas A Goold sin m a d a. 
bi 2 
0 


Folglich erhalten wir 


1 
Q(z) = > bo + 0, cosx + by cos2a + ---+ by cosma + --- 
+ a sine + a, sinQat---+ ay, sinma + --- 


Die Ausdriicke fiir die Coefficienten konnen wir noch verein- 
fachen. Es ist 


bm = 2 [re se cosmada 
bi 2 
0 


== [ v(aeosmada += f o(— a) cosma dc. 
0 0 


MA 


In dem letzten Integral setzen wir — a statt «, so wird 


dn == [ 9 (a)cosmade += [9 («)cosma (— dc) 
0 0 : 


aT 0 : 
1 
== [ e@cosmada+ = [9 cosmade, 
0 As 


oder kiirzer 


bm = . [ve cosmad 


§. 25. Fourier’s Reihe. 61 


Ebenso wird 


TT 


om = = [22 tc o) sinmad a 


2 
0 


ef? A 
== [ 9(@)sinmada — = [(— a) sinmad o 
0 0 
ba7 , heave ees 
=i [ o@sinmade se = [ 9(a)sin(—ma)d(—a) 
i o 


7 ae 0 
1 ; 1 ‘ 
== f vosinmada + = [g(a sinmade 
0 : 7 


sy vi 
== [ o@sinmade. 


Also ist unsere Reihe 


(45) P(r) = ety cos « + by cos 2u—+--+--+ by cosmx—---- 
+ a sin 2+ dy sinQat---tansinmaet.-: 


bm = = [ 9(@)cosmada, 


am= = [9 (o)sinmade, 
A Ge SS Soup 


Die Reihen (43) und (44) sind specielle Falle. Denn wenn 
y(—2x) = (Zz) ist, so werden die Coefficienten a simmtlich = 0, 
und man erhalt die nach den Cosinus fortschreitende Reihe. Wenn 
dagegen p(— x) = — (a), so werden die Coefficienten 6 sammt- 
lich = 0, und man erhialt die Entwicklung nach Sinus. 


8. 26. 


Fourier’s Reihe. Summirung der 2” + 1 ersten Glieder. 


Das Verfahren, welches wir angewandt haben, beruht auf zwei 
unmotivirten Voraussetzungen, nemlich: 
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1. Wenn die Anzahl der Glieder unendlich geworden ist, so 
kann man nicht ohne weiteres sagen, dass die Reihe noch 
convergire. 


2. Selbst wenn die unendliche Reihe convergirt, so ist noch 
nicht bewiesen, dass sie wirklich die Function darstellt. 
Auch diese Frage bedarf der besondern Untersuchung. 


Wir abstrahiren also jetzt von allem Friihern und suchen 
von der Reihe (45) die Summe der (2” ++ 1) ersten Glieder zu 
bestimmen, also die Summe 


Sine. = =o + 6b, cosa + b,cos2e +---+ by cosnx 
+ a sinx + a,sin2Qa + +--+ ansinne. 
Die Glieder dieser Reihe, abgesehen yom Anfangsgliede z bo, nehmen 


wir in der Anordnung, dass jedesmal zwei Glieder zusammengefasst 
werden, in denen dasselbe Vielfache von x vorkommt. Setzen wir 
dann fiir jeden Coefficienten a@ und 6 seinen Werth ein, so kann 
die Summe, um die es sich handelt, folgendermaassen geschrieben 
werden: 


Son4i -=e 


in 1 
yf ental a near oad 
ww 


+ sina. sinx-+- sin 2a. sin2a-+--.-+ sinna.cosna 
== [ o(ada( 5+ cos(a—s)-4-0082 (¢—a)-+----4-c0sn(a—a)); 
Die Reihe in der Klammer lasst sich summiren mit Hiilfe der 


in §. 22 behandelten Summe s. Nimmt man dort n statt n — 1 


und addirt 2 so ergibt sich 


sins Qn+16 


a4: cos @ + cos20 + --- + cosné = 


ee, 
2 sin a 7) 
Man hat also nur § = a — x zu setzen und erhilt 
ecm: sin(2n + 1) ~—* 
Se ee A 
1 eon ne ‘ 


7 2sin — 
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Um zu entscheiden, ob die unendliche Reihe convergirt oder 
nicht, haben wir in dem gefundenen Ausdrucke fiir So, +41 die Zahl 
m = © zu setzen. Dieser Ausdruck ist ein bestimmtes Integral, 
dem man nicht ohne weiteres ansieht, welchem Grenzwerthe es 
sich nahert, wenn » ins Unendliche wichst. Die Untersuchung 
_ wird sich aber dadurch erleichtern lassen, dass wir vorher ein In- 
_tegral von einfacherer Form betrachten. 


S27) 
/ sin(2n + 1)B 
Das Integral if SRA TO a dp. 
Wir gehen aus von der Reihe 


op cos2 6 + cos4h + .--- + cos2nB, 


deren Summe wir leicht finden kénnen. Man hat nur in der mit s 
bezeichneten Reihe in §. 22 n statt m — 1 zu nehmen und 6 —28 
zu setzen. Dann ergibt sich die hier gesuchte Summe 


__ sm(2n + 1)6 
my 2 sin B 
Wir multipliciren mit d$ und integriren zwischen den Grenzen 0 


und = also 


ul 
2 


[rag t= fae fosedp ++ fmoanaas, 


Das erste Integral rechts hat den Werth o x. Die iwbrigen sind 


a 
(fcos2kb ab. 
0 


Es ergibt sich aber das unbestimmte Integral 


feos 2k Bap ae. 


von der Form 


und folglich 


64 Zweiter Abschnitt. Unendliche Reihen. 


z 
[es 2kBdp — 0. 
0 


Wir gelangen also zu dem Resultate, dass 
q 
[Rs + 1)£6 ie Eg 
sin B 2 
ist, unabhingig von dem Werthe von n. Die Function unter dem 
Integralzeichen findert zwischen den Grenzen 0 und 5 der Varia- 


blen wiederholt ihr Vorzeichen, und zwar nur dadurch, dass der 
Ziihler aus dem Positiven ins Negative und aus dem Negativen ins 
Positive iibergeht. Der Nenner bleibt positiv. Setzen wir zur Ab- 


kiirzung 2m + 1—h und zerlegen das Intervall von 0 bis = in 


die folgenden: 


yon 0 bis 7 
B14 2% 

” h ” h’ 

bf 32 

” he ” h? 

y—lax vm 


NIU 
” ye ” 


sin(2n+1)B 
sin B 
valle abwechselnd positives und negatives Vorzeichen. Die Inter- 


Dann hat die Function innerhalb dieser neuen Inter- 


valle sind von gleicher Grdsse, nemlich +, mit Ausnahme des letz- 


ten, welches nur halb so gross ist. Wir zerlegen nun das betrach- 

tete Integral in eine Summe yon einzelnen Integralen, deren 

Grenzen wir so wihlen, dass innerhalb derselben die Function 

sin(2n + 1)B 
sin B 


ihr Zeichen nicht Andert. Dann haben wir 
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j 
sn ifort fatten Pipers 


sin B 


iis 


ae 31 WB a 
id sin wf itban 


— 


Die auf einander folgenden Integrale haben abwechselnd 
positives und negatives Zeichen, und zwar positives oder negatives, 
je nachdem die untere Grenze ein gerades oder ein ungerades 
a . : 

Vielfaches von ; ist. Setzen wir also 
UT 
hie 1B 
sinh 
— 1)’-} Cp o> 
( ) sin B B Oy—1 
Tv 
(v—1) > 


fiir jedes ganze vy von vy = 1 bis v = n, und 


T 
2 


es Oo hp ieee 


sin B 


nr 
aie 
so sind die simmtlichen Gréssen g positiv, und wir haben die 
Gleichung 
1 


Oe tee Oe 02 He (= Wirtevas ers 
(= d= @ans + (— Dee 


Der Werth des Integrals @,_, lisst sich nach §. 6 zwischen 
zwei Grenzen einschliessen. Wir sehen die Function unter dem 
Integral als Product an 

‘ 1 
sree . sin B. 
Der erste Factor sinh B indert innerhalb der Integrationsgrenzen 
sein Vorzeichen nicht, der andere Factor hat innerhalb derselben 


Grenzen 
Riemann. Partielle Differentialgleichungen, 5 
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1 


sin @ — U2 
h 


den gréssten Werth 


und den kleinsten Werth - 
ra: 
Also ergibt sich durch Anwendung des §. 6 die doppelte Un- 
gleichung 


(— 1)’ p (ail heah 
a (v Ug eg ay sinhBdp. 
ae RS sin =- 


ie, Cas 
h h y 


Nun ist aber das unbestimmte Integral 


ue ‘sin hpdp= Se Te 
und folglich 


Var 


h 
(— iyr-t [sinh Bap = cad cs 
(v—1)7 
ee 
Dadurch erhalten wir 
2 2 
(Cie We ee va 
ae hsin — 
h h 


Hierin sind fiir v der Reihe nach alle ganzen Zahlen von vy = 1 
bis v= zu nehmen. Fiir das letzte Integral o, erhalten wir 
die doppelte Ungleichung 


Gag (Galt 
(sinh Bab > en > voalfae hpap 
sin — sin — 
h 2 
oder wenn man die Integrationen ausfiihrt 
1 1 
ma = On = ie 
hsin — 


h 
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Um so mehr ist also 


1 
. 1 > On > nh. 
h sin — 


h 
Aus den Ungleichungen fiir die Grdssen @ ersieht man, dass 
fiir jedes ganze v von vy = 1 bisy = n 


d.h. ae 
Oy —1 > Orv 
sein muss. Brechen wir also die Reihe 
Qo — Or Oe HE (— 1)"7 On—-1 + (— 1)" On 
bei einem positiven Gliedé @,, ab, so wird die Summe der ver- 
nachlassigten Glieder 
Sere (@on +4 — Oon+2 ae cS 7) 
negativ. Brechen wir dagegen bei einem negativen Gliede @,,—; 
ab, so wird die Summe der vernachlissigten Glieder 
ae (O2u — Oou+1 ag soe en) 
positiv. Im ersten Falle erhilt man also mehr, im zweiten weniger 
als den Werth der vollstindigen Reihe. D. h. es ist fiir 2u << n: 


< Oo — Or + Oa +** 1 'Oon—2'— Ooy—1 + Oop 


rm}]a 


of 
Dy = 0h =" 0} + Qo °°" ia O2g4—2 — O2y-1- 


8. 28. 


sin (2 +1), dB. 


sin B 


b 
Das Integral fe Ft (B) 


~ 


Nach dieser Vorbereitung nehmen wir das complicirtere In- 
tegral ; 


> sink B 
T= [ £8) "Gay 1h 


5* 
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worin wieder h — 2m + 1 sein soll. Fiir die Function f(f) setzen 
wir fest, dass sie innerhalb der Integrationsgrenzen stetig und 
positiv sei und dass sie fiir wachsende # nicht zunehme. Unter 6 


verstehen wir eine positive Grosse, die kleiner ist als 3 oder = a 


Um die Function 7' zu untersuchen, zerlegen.wir zunichst wieder 
in eine Summe yon einzelnen Integralen, fiir welche die Grenzen 
der Reihe nach 


‘ 1 
0) SE 
> und 3 
cf 27 
h ae /' 
20 52 
Pie cee 
mq 
ee tee 
sind. Dabei wird vorausgesetzt, dass ee = b> = 
Zur Abkiirzung schreiben wir 
Tale 2 
sith 
a 1 Vd ee are —_y 
(ay [ £@ ar 48 =r 


(v—1)7 
h 


und zwar fiir jedes ganze vy yon v = 1 bis vy = m, und ferner 


ie sinh B oo ee 
(= 1) [10% sin Bo = Tn: 


mtr TT 


Dann sind die ae Gréssen 7 positiv, und es wird 


Ty — 0 ry Pt ED Pe 
Das Integral v,_; kénnen wir nach §. 6 wieder zwischen zwei 
Grenzen einschliessen, indem wir die Function unter dem Integral- 
zeichen als ein Product von zwei Factoren ansehen. Der eine 
Macias sinh B .. , ; ' 
actor aR indert zwischen den Integrationsgrenzen sein Vor- 
zeichen nicht. Der andere f (8) nimmt fiir wachsende # nicht zu. 
(v—1)z 


Er ist also yon B = j 
v 


Reg ke. 
bis B = os entweder constant, oder 
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er hat an der untern Grenze den grédssten, an der obern Grenze 
den kleinsten Werth. Hieraus ergibt sich 


els HY : 
Oy— ee *) Sten = Ova f (sa) 


Dies gilt fiir alle ganzen Werthe der Grésse-v, von v — 1 bis 
(m+ 1)x 
h 


y=m. Ks gilt auch noch fir vy =m +1, wenn b = 


ist. Ist aber a 


(— ys (7) / nf 8 fw 


mm 
h 


>d scaler ergibt sich die Beziehung 


: j : 1 ; 1 
Mier haben wir zu unterscheiden, ob b = > oder ob b< 5% 


, 7 1 : 
ist. Fur 6 = 5% haben wir m = n und 


Ps sinh Bp ot 
a 1) oe sin B Oh ps Om = On 


ma 
h 


a (ee: 
Fir 6 < > 7 ist dagegen 


b 2 
» [ sinhB ; 
(— 1) f SB B= Om 


DT 


h 


Jedenfalls haben wir also 


, (Wn 
Onf (7) = Vins 


Beachten wir nun die Ungleichungen, denen die Gréssenr und die 
Groéssen 9 Geniige leisten, so ergibt sich 


Tp Oy race =) > Ge =) =n, 


Vy—1 > Tyy 
und dieses gilt fiir jedes vy von v = 1 bis vy =m. Brechen wir 
also die Reihe - 
Foi Neale Meee at= (tm a = (Ser 
bei einem Gliede r,, ab, so ist die Summe der yernachlassigten 
Glieder 


d. h. 
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— (fay t1 — Voeta oe + (— L™ 1 Ym) . 


negativ. Brechen wir dagegen bei einem Gliede 72,1 ab, so ist 
die Summe der vernachlassigten Glieder positiv. Im ersten Falle 
erhalt man also mehr, im zweiten weniger als den Werth der 
volistiindigen Reihe, d. h. es ist fir 2 < m: 


Li Wa ee a Tapes — Vag ees 

T>% — ry a (Rey me + Typo =~ Tog eat 
Die zweite Ungleichung wird noch verstiirkt, indem man rechts 
statt jedes positiven Gliedes etwas zu Kleines, statt jedes nega- 
tiven Gliedes etwas zu Grosses setzt. D. h. 


T> ef (FZ) — af (Zz) + ent (F) — oS (G) 


2u—12 2u—12 
eee eee ee 
oder kiirzer 


fen af (FZ es = olf (= r) +. 
(Cg a ee on) (“4—*); 


Die Reihe rechts besteht jetzt aus lauter positiven Gliedern. Die 
Ungleichung wird daher noch verstarkt, wenn man statt der 


Factoren * at tp 
f=); t=)» fH) 


iiberall f (7) nimmt. Also ergibt sich 


2 wx 
t>t()(e — + O-:: =t00, 3 — 02-1): 
Durch analoge Veranderungen erhilt man aus der ersten Un- 
gleichung, der 7' Geniige leistet: 
2un ae 
D < eof (0) —f (=F )(e1 — @2 + 0s ++ — enw) 


Am Schlusse des vorigen Paragraphen haben wir aber gefun- 
den, dass 


MIA 
Qo — O1 + Oo >** — Osy—1 + Ox. > F 
ist, also 
x 
Qo — @1 + Oo ++: — Oou—1 5 — Q2,n- 


Ferner ist dort bewiesen, dass 
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0 — Or + Oc -** — Cxu—1 _ 

folglich 
CA 
@1 — 02-1 Os °° TF Oou—1 — Oan > 00 — Cou — D> 


ist. Benutzt man dies, so lassen sich die beiden letzten Unglei- 
chungen fiir 7 noch wieder verstarken, nemlich fiir 2 < m:; 


21 
> 4242) (Fo) 
2Qux bi 2% 

7 < ee (fo) —£(=$2)| + (FF exe) £ (HF): 

Die Untersuchung des vorigen Paragraphen war davon unab- 
hangig, welchen Werth man der Grosse n beilegen will. Ebenso 
ist bei der bisherigen Discussion des Integrals 7 iiber die ungerade 
Zahl h = 2” + 1 keinerlei besondere Voraussetzung gemacht. Wir 


konnen also m und zugleich damit h ins Unendliche wachsen lassen. 
Dann wird auch m ins Unendliche zunehmen. Denn es sollte die 


endliche Grosse - an die ae gekniipft sein 


m + a — me 
he 


hea se 


Die beiden letzten otc fiir JT bleiben dann be- 
stehen, wenn nur 


Le 


genommen wird. Um dieser Bedingung zu geniigen, lassen wir 
w und h beide ins Unendliche zunehmen, jedoch so, dass 
lim © = 0, 
th 
Es fragt sich, was dann aus den beiden Ungleichungen fiir 7’ wird. 
Zur Béanhyorting dieser Frage haben wir g2,, zu betrachten. Nach 


dem vorigen Paragraphen ist 
2 
Pe or pa 
Fae 
h sin" 


h 
Dafiir lasst sich schreiben 


0iy Same 
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Wachsen nun uw und fh beide ins Unendliche, jedoch so, dass 
" fortwihrend der Grenze 0 sich annahert, so wird 


h 
ew. 
h ase 


2u7 
h 


lim 


sin 


Der andere Factor aa hat aber den Grenzwerth 0, und folglich wird 
lim Oo, = 0. 


In der ersten Ungleichung fiir 7 nihert sich also bei wach- 
sendem » die rechte Seite dem Grenzwerthe 


m 
3 F (0). 
In der zweiten Ungleichung ist zuerst @) zu betrachten. Wir 
haben im vorigen Paragraphen bewiesen, dass 


1 
Qo < oy + 91. 
ist, und ferner 
2 
01 < 
. 2 
h sin — 
h 
Danach wird also 
(F) 
b14 AAS 
Damen ere mae 
sin — 
h 


und daher 
: bf 2 
lim Qo-< Dy te =. 
d. h. es bleibt 9) kleiner als eine endliche Grésse. Die Differenz 


f(0) —f (“2 *) geht aber in Null tiber und folglich wird auch 


das Product 
3 e {£0 — 7 (-5)} 
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der Grenze 0 sich unendlich annihern, wenn wir w und h so ins 
Unendliche wachsen lassen, dass lim = Oist. Wir erhalten 
demnach fiir die rechte Seite der zweiten Ungleichung bei wach- 
sendem » den Grenzwerth 


=f (0). 
Die beiden Grenzen, zwischen denen 7 liegt, nihern sich also 
derselben Grosse — 5 f (0); wenn man » ins Unendliche wachsen 
lasst. Folglich muss der Werth, welchen 7 fiir » = » annimmt, 


eben diese Grésse 3 Ff (0) sein,-d. h. 


sin B 


fir lmn = ow, 


(46) lim T = lim af tf (8) Nal dp = + f (0) 
0 


§. 29. 


Fortsetzung. Aufhebung der beschrankenden 
Voraussetzungen. 


Wir wollen jetzt versuchen, den Satz des vorigen Paragraphen 
von den einzelnen beschrinkenden Voraussetzungen zu befreien, 
die in Betreff der Function f (8) gemacht sind. Wenn die Function 
fiir wachsende 6 noch immer -nicht zunehmen soll, aber negative 
Werthe annehmen kann, so braucht man nur eine positive Con- 
stante ¢ hinzuzufiigen, um eine Function c + /(6) zu erlangen, die 
positiv bleibt und fiir wachsende #6 nicht zunimmt. Auf diese 
passt also der vorige Satz, es ist 


in f ( +S) Sa Sees 5 (¢ +00); 


0 
Ebenso haben wir aber 


b 
lim [oo sin sinh B ips a 
‘ “sin B 
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denn die Constante c ist eine Function, die alle Voraussetzungen 
des vorigen Paragraphen erfillt. Durch Subtraction ergibt sich 
dann 

sinh B 
sin B 


lim [ f(B) ab = 5 (0) 


Nehmen wir nun zweitens eine Function f(), die fiir wach- 
sende f nicht abnimmt, so gilt der Satz fiir die Function — f(£), 
d. h. es ist 


im f (—7@) 22 ap = =(— 4), 


folglich auch 


lim [re we ap == f 0). 


Der Satz gilt jetzt also fiir eine Function f (6), die innerhalb 
der Integrationsgrenzen stetig verlaéuft und keine Maxima oder 
Minima besitzt. 

Wir untersuchen nun das Integral, in welchem als untere 
Grenze eine positive Constante ¢ genommen wird, so dass 


0<ce<dae 


Dann kommt es nur auf den Verlauf der Function f (@) fir 
Werthe von £ zwischen ¢ und b an, und dieser Verlauf wird durch 
eine bestimmte Curve reprisentirt, die zwischen ¢ und 0 keine 
Spriinge und keine Maxima und Minima besitzen soll. Wie wir 
diese Curve ausserhalb des Intervalles, also etwa riickwirts von 
c bis 0 fortsetzen wollen, ist ganzlich der Willkiir ttberlassen. Wir 
wahlen daher zu dieser Fortsetzung eine Parallele zur Abscissen- 
axe im Abstande f(c). Dann passt auf die so erweiterte Function 
zwischen den Grenzen 0 und 0 die Voraussetzung unseres Satzes, 
und wir haben 


tim [f (6) SP 4B = F/O) =F FO. 


sin B 


Dafiir lasst sich schreiben 


in f f (B) we dB +-lim oo (B) ae ap = af (0). 
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Das erste dieser beiden Integrale hat aber auch den Werth 


= F (0), und folglich ist 


b 


(47) lim ii f (B) SUE ag 6, 


sin B 


c 
Dieser Satz gilt auch noch, wenn innerhalb der Grenzen c 

und } die Function eine endliche Anzahl Maxima und Minima hat, 
oder wenn sie, ohne unendlich zu werden, an einer endlichen An- 
zahl von Stellen einen Sprung macht. Denn es seien, nach der 
Grosse geordnet, £,,&,... &, die Abscissen fiir diejenigen Stellen 
der Curve, an welchen ein Maximum oder ein Minimum oder ein 
Sprung stattfindet. Dann kann man das Integral, das von c bis 6 
erstreckt werden soll, in eine Summe yon einzelnen Integralen 
zerlegen, fiir welche der Reihe nach 

Cc - und & — 0, 

Soret Ota ey t= Os 


é k ig 0 ” b 
die Grenzen sind. Mit € — 0 und resp. & + 0 sind hier der Kiirze 
wegen die Grenzwerthe bezeichnet, denen sich die Gréssen & — « 
und resp. & + é¢ fiir ein unendlich abnehmendes positives ¢ an- 
nihern. Bei jedem dieser einzelnen Integrale trifft dann die Vor- 
aussetzung unseres Satzes zu, jedes derselben hat also den Werth 0, 
und da ihre Anzahl endlich ist, so ist auch ihre Summe, d. h. das 
von ¢ bis } erstreckte Integral, — 0. 

Endlich ist noch der Fall zu beriicksichtigen, dass fiir einen 
Werth ¢ der Variabeln, der zwischen ¢ und b liegt, der Functions- 
werth f (¢,) = © wird, wahrénd er fiir beliebig nahe an ¢, ge- 
legene Werthe von # endlich bleibt. Dann hat man zu unter- 
suchen, ob das Integral 


fr@as — F(p) firg =p Le 
B 


und das Integral 


B 
[ras =a (p) fir Sp SG, 
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einen bestimmten endlichen Werth besitzt, der fiir 8 = ¢, zu Null 
wird. Ist dies der Fall, so bleibt der Satz giiltig. Denn es ist 


[5@ S08 = [10 Sapas + f- 7B) ne 


+ [5 Ee e+ [10 sin hB A 


sin B sin pie 


Auf das erste und letzte Integral der rechten Seite ist der Satz 
ohne weiteres anwendbar, selbst wenn man die positiven Grossen 
0 und ¢ unendlich nahe an 0 bringt. Was das zweite Integral auf 
der rechten Seite betrifft, so ist zu beachten, dass c, — 0 und 


beide zwischen 0 und > liegen. Fir Werthe von f, die zwischen 


den Grenzen c, — 6 und ¢, gewahlt werden, ist also der Quotient 
sinh B 
sin B 


durchaus endlich und stetig. Sein grésster Werth sei M, sein 
kleinster m. Wir konnen ec, — 0 und ¢ so nahe an einander 
nehmen, dass zwischen ihnen f (6) keine Zeichenainderung erleidet. 
Folglich ist nach .§. 6 der Werth des Integrals 


[ro sinh B a 


sin Bi 


zwischen den Grenzwerthen 
IM [f® dp und mf S(B) dB 
ens Ot’) 
enthalten, d. h. zwischen 
M.F(e,— 0) und m. F(eq, — 9). 


Lassen wir nun 6 unendlich abnehmen und beachten, dass nach 
der Voraussetzung 

lim F'(c, — 6) = 0 
ist, so sehen wir, dass auch 


tim [ £18) SHAD Re 6, 


sin B 


q—s 


~I 
ae | 
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Durch ganz dieselben i es findet sich aber 


lim fy f(a) = Be ae Pe es: 


und folglich ist auch in sidaae Falle 


im [ 70) EE 3, 


Dieselbe Betrachtung wiederholt sich, wenn eine Unstetigkeit 
der eben beschriebenen Art an einer-endlichen Anzahl yon Stellen 
vorhanden ist. 

Der Satz (47) gilt ae aren unter is folgenden Bedingungen: 


Es, ist. O.< ¢=< 0s 7 Zwischen den Grenzen ¢c und b darf 


die Function nur an einer endlichen Anzahl von Stellen Maxima 
und Minima haben oder endliche Spriinge erleiden, Wird sie 
innerhalb der Grenzen an einzelnen Stellen unendlich, so darf dies 
nur in der Weise geschehen, dass das Integral 


[reas 


einen bestimmten endlichen Werth besitzt, wenn es von der Un- 
stetigkeitsstelle aus einerseits bis zu voraufgehenden, andererseits 
bis zu nachfolgenden Werthen von # erstreckt wird. 

Geniigt die Function f(6) denselben Bedingungen zwischen 
den Grenzen 0 und 6, so gilt der Satz (46). Denn wir nehmen 
dann ¢ kleiner als die Abscisse der zunichst bei 0 gelegenen Stelle, 
in welcher ein Maximum oder ein Minimum oder eine Unstetig- 
keit stattfindet. Zerlegen wir nun das Integral, das von 0 bis b 
erstreckt werden soll, in eins von 0 bis ¢ und ein zweites von ¢ 
bis 6, so gilt von dem ersten der Satz (46) und yon dem zweiten 
der Satz (47). Und daher ist auch in diesem Falle 


lim ih p(p) Cn DE ap =F) 


Wenn die Function auch auf das Gebiet der negativen Ab- 
scissen ausgedehnt ist, so kann es sein, dass gerade fiir 6 = 0 ein 
Sprung stattfindet. Wir haben dann zu unterscheiden f(+ 0) und 
f(— 0), d. h. die erste Ordinate auf der positiven Seite und die 
erste Ordinate auf der negativen Seite. In der Gleichung (46) ist 


zu nehmen / (+ 0). 
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§. 30. 


Summirung von Fourier’s Reihe. 


Jetzt kénnen wir die Untersuchung des §.26 wieder aufnehmen 
und auf das Integral 


hte sin(2n +1) >= 
ee aa | 9 i sin 2 * on 


unsere Betrachtung anwenden. Die Function g (a) soll von 
«——a2+0 bis «— 2a — 0 einwerthig und stetig variabel 
sein, mit Ausnahme hochstens einer endlichen Anzahl yon Stellen, 
an welchen sie von einem bestimmten endlichen Werthe auf einen 
andern bestimmten endlichen Werth iiberspringt. Von einer 
solchen Stelle bis zur nichsten soll die Differenz der zugehorigen 
Werthe von « immer endlich sein. Auch soll die Function  («) 
auf dem genannten Gebiete hochstens eine endliche Anzahl ge- 
trennt liegender Maxima und Minima besitzen. Schreiben: wir 
“ — % = 26, so ergibt sich nach der gehorigen Aenderung 


sinh 
ae ty p) ane dB. 
SHANE, 


ons 
In diesem Integral ist die untere Grenze nie positiv und die 
obere Grenze nie negativ, weil « zwischen — a und + z liegt. 
Dies Integral theilen wir in zwei andere bei der Grenze 0, also 


Sout. =u wv, 


‘i =1 foe tom ee, 1B 
Tora 
2 
sinh Bp 


ae fies 2 B) sin B ae: 


Untersuchen wir zuerst das zweite Integral v, so zeigt sich, 
dass die obere Grenze héchstens 2 werden kann, wenn nemlich 
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“% == — x wird. Die obere Grenze kann nicht weniger als 0 wer- 
den, sie wird = 0, wenn # = + zist. Dann fallen aber die 
Grenzen zusammen, also ist 
i OMe 704 
: ; ut — x 
Nun sei zweitens z = 9 
das Integral v den Satz (46) anwenden und erhalten 


> 0. Dann kénnen wir auf 


lim» = > 9(a + 0) fir ori 2 0. 


Cie F 


Es sei drittens x > —>— > Z- Dann zerlegen wir das 


Integral v in 


1 A sinh B 1 > f 
ere ang B+ 5 f o@ +28) 


2 


sinh B 
sin 


d B. 


Fir das erste Integral ist wieder der Satz (46) anwendbar: 
es nahert sich fiir wachsende h der Grenze = gy (x + 0). Der 


zweite Theil kann leicht-umgeformt werden. Setzen wir B = x — y, 
so geht er iiber in 


r+ oe 
i’? in] 
3 sm hy 
aT es Hie Wry ick ar 
= f 9 + 2m — 24) FO? dy, 


2 
und wenn wir statt y wieder 8 schreiben, so wird daraus 


vv 


= foe + 20 — 28) 


ata 
2 


sinh B 
sin B 


d B. 


Ue, , ; : : 1 
Hier ist 7 negativ und daher die untere Grenze kleiner als z™ 


aber doch grosser als 0, da « >> — m yorausgesetzt ist. Also gilt 
Wier der Satz (47): der Grenzwerth des Integrals fiir wachsende 
hist — 0. Das Resultat in dem dritten Falle ist demnach 


lim» => p(« + 0) fur 0 >> 2.2572 


Ist endlich 2 —=  — z, so zerlegen wir auch wieder wie vorher. 
Der erste Theil ist unverindert, er nahert sich also der Grenze 


80 Zweiter Abschnitt. Unendliche Rethen. 


= p(x + 0) = = y(— 2+ 0), wenn h ins Unendliche zunimmt. 


ie zweite Theil Sai jetzt 


T 


= fo +2n— 28) met ap 


auf ihn ist der Satz (46) anwendbar, er nahert sich also fiir wach- 


1 ; 
sende h der Grenze s g(a + 2" —0)= a (x — 0), und wir 


haben 
lim v = + (x — 0) ~ 9 a+ 0) firz=— 2. 
In dem Integral w vertauschen wir zunichst 8 mit — B, wodurch 
aa 
eh sin hB 
1=2f 90 meee ee 


wird. Dann wiederholt sich dieselbe Discussion wie bei 7 und es 
ergibt sich 


lim w= 5 o(@ — 0) +5 9(—274+0) fir 7 2 


lim w= > 9 (x — 0) fir7 >a2>—a2 


lim u = 0 fiir «= — a. 
Vereinigen wir also die beiden Bestandtheile, so erhalten wir 


lim Son 44 = Vim (u+ v) = s\9 (c+ 0)+ 9 (a — 0)| 

(48) fir7 >“>—2 
lim Boks = lin(u+v) = s|9 (— a + 0) + p(x — 0)| 

DUE ee eae 
Hiermit ist bewiesen, dass die unendliche Reihe (45) stets con- 
vergirt. Sie hat eine bestimmte endliche Summe, die fiir irgend 
ein # zwischen x und — a gleich dem Werthe der Function (2) 
ist, wenn an dieser Stelle kein Sprung stattfindet. Fiir eine Unter- 
brechung der Stetigkeit gibt die Summe der Reihe das arithmeti- 
sche Mittel der beiden von einander verschiedenen Functionswerthe 


y (« — 0) und p(w + 0), und an den Grenzen « = + = ist die 
Summe weder = (+ xz) noch = (— z), wenn diese yon ein- 
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ander verschieden sind, sondern gleich der halben Summe dieser 
dussersten Functionswerthe *). 

In dieser allgemeinen Reihe sind die besonderen Reihen mit 
enthalten, welche nur nach-den Cosinus oder nur nach den Sinus | 
fortschreiten, und deshalb ist auch fiir diese das eben gefundene 
Resultat giiltig, Wahlen wir fiir positive 2, die zwischen 0 und x 
liegen, eine beliebige Function g(x) und setzen sie fiir negative x 


bis zu x = — z so fort, dass g (— x) = @ (2) wird, 80 ist jetzt 
die Curve gegeben von x = — a bis x = + a (Fig. 12). Dann 
Fig, 12. 
= 2 0 a 


kénnen wir die Function (x) entwickeln in Form der Reihe (45). 
Die Coefficienten a werden aber simmtlich = 0. Denn es ist 


in == [ 9 (a)sinmada 
0 us 
1 ; 1 
=1 [o(@sinmada hi © [o(@)sinmade 
eA , 


eae 9 (—«) + 9 @)} sinmade 


== 


*) Die in den 8§. 26 bis 30 vorgenommene Summirung von Fourier’s 
Reihe und der darin enthaltene Beweis ihrer Convergenz sind von Di- 
richlet gegeben, zuerst im 4, Bande von Crelle’s Journal und darauf im 
1. Bande von Dove’s Repertorium der Physik. Dirichlet: Sur la con- 
vergence des séries trigonométriqwes qui servent 4 représenter une fonction 
arbitraire entre des limites données. (Crelle Bd. 4. Berlin 1829, p. 157.) — 
Dirichlet: Ueber die Darstellung ganz willkirlicher Functionen durch 
Sinus- und Cosinusreihen. (Dove’s Repert. der Physik Bd. 1. Berlin 1837, 
p. 152.) 
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Dagegen erhilt man fiir die Coefficienten der Cosinus je zwei In- 
tegrale, die denselben Werth haben: 


mm =+ fo (a)cosmada 
ses 
e T 
=} fg —acosmad(—o ++ fo @cosmada 
+7 ‘ 
Er 
oa es eee kart 2G) cos mo da 
0 


T 
2 
— 2 [eo @eosmade. 
0 


Fiir diese Curve sind die Ordinaten bei dem Punkte z — 0 
einander gleich, my (— 0) = » (+ 0), es findet also an dieser Stelle 
kein Sprung statt. Ebenso ist m (—z) = (+2), und folglich 
ist fiir —-+ a die Summe der Reihe noch gleich dem Functions- 
werthe. Die nach den Cosinus fortschreitende Reihe (44) gilt also 
noch’ fir 4j— 0) und iti 47 ae or, 

Wenn wir dagegen die Curve fiir negative Abscissen so fort- — 
setzen, dass fiir zwei entgegengesetzte Werthe von x die Ordinaten 
entgegengesetzt sind, m(— «) = — q(z), so fallen die Coefficien- 
ten der Cosinus aus, und wir erhalten die Reihe (43). Fiirz—0 hat 
die Curve (Fig. 13) einen Sprung, wenn nicht etwa g (0) = 0 ist. 


Fig. 13. 


Es ist » (— 0) = — g(+ 0). Also gibt die Reihe (43) fiir «7 = 0 
weder den einen noch den andern Werth, sondern 0. Ebenso ist 
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gy (—x) = — g (4#£2) und folglich auch die Summe der Reihe 
= 0 fir =a. Die Entwicklung der Function g (x) in Form 
der Reihe (43) gilt also fiir z= 0 und «= a nur dann noch, 
wenn an beiden Stellen der Functionswerth = 0 ist. 


SOE TE 


Beispiel. 


Wir wollen beispielsweise die Entwicklung nach Cosinus auf 
eine Function anwenden, die selbst ein Cosinus ist, also o (x) 
= cosk« setzen. Ist k eine ganze Zahl, so werden alle Coefficien- 
ten in der Reihe (44), mit Ausnahme von 0,, zu Null und ) = 1. 
Wir nehmen fiir & emen Bruch. Dann ist 


foes Seiecene eee ++ ¢0s (k —m) a a 


9 


a 


__ 1 /fsin(k+m)a , sn(k—m)e@ 
nm ( k +m : k —m ye 


9) 


also 


us 


2 
Pa = [ coske cosmad a 


0 


Le COS MIL 
Sine sink x ¢ Aare _- 


COS MI 

k— =) 

= a sinkx cosma oe 
bf k? — m? 


Danach erhalten wir 


2kcosma coomaz 
ne > val 


coskxz= zsinka | : 
k? — m? | 


m=1 


Hier kann man z sich bewegen lassen von 0 bis z, und die 
Gleichung gilt noch fiir 0 und z. Setzen wir also « = m und di- 
vidiren durch sin kz, so ergibt sich 

1 = 2k 
ax cotgkx = ae 2S aera aa 
Wenn wir diese Gleichung auf beiden Seiten mit dk multipliciren 
und in Beziehung auf k integriren, so erhalten wir 
6* 
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pee __ a fdsinkx 


: Ss : = lgsinka 
sink x x) sinka J 


= Igk + Sy lg (mI) +. 


m=1 


Also, wenn wir zwischen den Grenzen ¢ und w integriren: 


SINUT m2 — wu? 
Lis 97+ Dune 


sintx 
m=1 


SIN UT sae — uw? 
ly : 25 lg : 
UI sits 


m1 


Lassen wir hierin ¢ unendlich an so wird 


oder 


lim ts 1 
sin tx 
und wir erhalten 
eo v4 
1 SINUT _ (1 — 5) 
Un aa m 


und daher 
Sin WI U2 wu? wu? 
un =(-—5)0-5) 0-4) 


S32. 
Erweitertes Gultigkeits-Intervall. Fourier’s Lehrsatz. 


Nehmen wir jetzt wieder die allgemeine Entwicklung (45) auf, 
so ist das grésste Intervall, in welchem die Function beliebig ge- 
waihlt werden kann, von = — az bis + az. Hat man eine Func- 
tion fiir ein grosseres Gebiet, so lisst sich diese auch nach Cosinus 
und Sinus der Vielfachen einer veranderlichen Grosse entwickeln, 
wenn man nur statt des Arcus selbst eine andere Grodsse nimmt, 
welche ihm proportional ist. 

Wir wiihlen also 9 (a) beliebig fiir ein Intervall von — ¢ bis 
+c. Dann kénnen wir, wenn ¢ > z ist, nicht verlangen, dass die 
Function fiir das ganze Intervall der Variabeln sich nach Cosinus 
und Sinus der Vielfachen von x entwickeln lasse. Wir setzen aber 


c : - . 
% —= — #, 80 wird, wahrend z von — zx bis a geht, x das Intervall 
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von — ¢ bis ¢ durchlaufen. Dann kénnen wir entwickeln 
y (=) = sth alg b, cosz + b, cos2z2 + --- + dy cos me + ++. 
+ a sing + asin2z2 +.---+ a, sinme +.--- 


= “(se C d 
= ie (=) 0s mad a, 
am = = i/o =) sin mead a, 


Pg eee 


.Fihren wir ane wieder x_ein, so ergibt sich 


(49) g(a) = 50 + by cos +. os cog TE 


XL 


+ m sin == +... + dm sin 
CS 2S — 6: 
Die Coefficienten b,, und a, sind unverandert beizubechalten. 
Es ist aber auch gestattet, eine neue Variable 4 = - unter dem 


Integral einzufiihren. Dadurch erhalt man 


i da. 


In der Reihe (49) ist die friihere (45) mit enthalten, wenn 
nemlich ¢ — z ist. Die neue Reihe hat denselben Charakter wie 
die frithere: sie hat zur Summe den Werth der Function  (~) fiir 
jeden Werth von 2, fiir welchen diese Function stetig, dagegen den 
Mittelwerth der beiden Functionswerthe an einer Unstetigkeits- 
stelle und die halbe Summe yon (+ c) und g(—c) firx—=-+e 
sowohl als fiir ‘~ — — e. 

Lassen wir in der Gleichung (49) die Grosse ¢ ins Unendliche 
wachsen, so geht die unendliche Reihe in ein bestimmtes Integral 
iiber. Um dazu zu gelangen, wollen wir in der Reihe fiir die 
Coefficienten ihre Werthe einsetzen, also 
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9 (x) =*\5 [owe 58 [riven @a—o| 


m=1 


oder auch 


p(w) == {| [9a +S) [2290 om? (i—a)}- 


m=0— 
bf 
Soll nun ¢ ins Unendliche zunehmen, so kénnen wir m Fame 
setzen. o ist dann stetig variabel und die unendlich kleine Zu- 


1 
nahme da = ag Ist nun 


+0 
lim & [p(a)da =o Fite ZO 


so konnen wir das Glied 


1 [-s} 
is af e@aa 


vernachliissigen. Wir erhalten 


o@)=2 { (aay aon a—x| 


oder, nach Einfiihrung yon « und da: 
(50) pa == [du | [aie aresuar—o, 
i ee 
: Ol Gea ——\ 6). 


Dieser Satz heisst speciell der Fourier’sche Lehrsatz. Tr 
lisst sich wieder in zwei Sitze zerlegen, wenn die Function  (#) nur 
fiir positive Werthe von x gegeben ist und nur fir solche in Form 
eines Doppelintegrals dargestellt werden soll. Dann kann man 
nemlich die Function auf das Gebiet der negativen x beliebig fort- 
setzen und entweder y (—x)— (a) setzen oder y (— x) —=— 9 (2). 

Lést man in der Gleichung (50) den Cosinus unter dem Inte- 
gral auf, so erhalt man 


© (a) — 2 faeomur| f (dig aes 


+3 faasinux| faig()sinaa. 
0 — 0 
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Ist nun die Function g (x) nur fiir positive x gegeben, so kann 


man erstens festsetzen 
ick: yp (— #) = 9 (2). 
Dann ergibt sich 


oO » 0 i 
fo @esaidr= fg ayeosardr + [gp @eosaraa 
ae Yes , 

= [9 (—Aeosaraa + [9 (a)cosanaa 
0 0 


= 2 [ @(a)cosahdl. 
Dagegen wird Hatt 


[2 0 aD 
fs (A)sinaada = [9 (a)sinarda + [g(a)sinaraa 
=i —n 0 


—{- P(A sinwdda + fo (t)sinehas 
; é 


== l¥), 
Folglich haben wir dann 


(51) C(p) = = feos wxda| [ g(a)cos eadat, 


ov ==s0; 
Wird dagegen zweitens festgesetzt 


so ergibt sich 2 


[via eosan a = () 
und = 


fo (A) sinadda = 2 foe sinardd. 
Folglich ist in diesem Falle 


(52) Pr) = Sear [ /oersineraa}, 
9 
o 80, 
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Hat fiir irgend ein x die Function g (x) eine Discontinuitat, so 
ist der Werth der Doppelintegrale in den Formeln (50), (51), (52) 


= 5 [9 @—-9 + oto). 


§. 33. 
Beispiele. 


Die Satze des vorigen Paragraphen kénnen wir wieder auf 
specielle Fille anwenden. 

L Es soll z. B. gp (7) = e—** sein, wobei k > 0 zu nehmen 
ist, weil sonst die Integrale keinen bestimmten Werth mehr be- 
sassen. 

Dann lisst sich sowohl die Formel (51) als auch die Formel 
(52) anwenden. Fiir die erstere hat man zu nehmen 


[cosahe* dn. 
0 
Der Werth dieses Integrals ist nach (21) 
eg 
a ear 
Folglich erhalten wir 


ein Resultat, welches wir auf anderem Wege bereits in §. 16 ab- 
geleitet haben. 

Soll die Gleichung (52) in Anwendung kommen, so hat man 
das Integral 


@ 


[sinaremaa 


0 


zu bilden. Dieses hat nach (22) den Werth 


a 
k2 +. @? 
und es ergibt sich daher 


Les) 
“ =f cnee* 
e-ke — — ae re eg 
7 k2 + o? 
0 
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Auch dieses Resultat ist bereits in §. 16 auf anderm Wege ge- 
wonnen. 
Il. Setzen wir y (v) = x—*, so wird 


pie tee = [aacosaa| [a-*eos rai} 
0 0 
DT the a Gos ae 
== fdasinax| [i*sinaraa). 
0 0 


Hier lasst in beiden Ausdriicken das innere Integral sich nicht 
ausfiihren. Wir koénnen aber Relationen zwischen den Integralen 
finden. Fiihren wir statt 4 eine proportionale Zahl ein, so liasst 
sich « aus dem inneren Integral ganz herausschaffen. Wir setzen 
aA = v und erhalten 


[e2) fos) 
2 
Ca ai ak—1 cosaada v—* cos vdv 
0 0 
D) Dn ao 
= 2 fam sin axda [[ otsin vada} 
0 


0 
Da das innere Integral von « ganz unabhingig ist, so kann es 
als Factor vor das nach « zu nehmende Integral gestellt werden. 
Dann ist jeder der beiden Ausdriicke fiir ~—* ein Product von zwei 
einfachen Integralen, nemlich 


a-k = 2 : | [o-* cos van} : | [ & cosaxda} 
0 0 
Se Wd eal Beate: 
=o: { [v-*sin var} | [ttsinacda} 
0 0 


Damit das nach « zu nehmende Integral einen endlichen 
Werth behalte, muss k< 1 genommen werden. Setzen wir 7 = 1 


und multipliciren mit a so ergibt sich 


ica) 


5 = { [v-keos dy] a) ob cos ada} 
0 aa 


0 


5 { [v-tsinvd| . | [at sin ada}: 
0 0 
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o 1 2 : satus 
Fir k = 5 werden in dem einen wie in dem andern Producte 


die beiden Factoren einander gleich. Wir erhalten also 


cos ud o =\2 
; Vie ey 9” 


ae -\/2. 


Es fragt sich faahs welches Vorzeichen der Quadratwurzel zu 
geben ist. Bei der zweiten Gleichung erkennt man leicht, dass ~ 
nur das positive Zeichen richtig ist, wenn man Va positiv nimmt. 
Denn die Function 


SiN 
+ Ve 
andert ihr Vorzeichen nur, wenn sino — 0 wird, also fiir « = 0, 
a, 2%, 3%,..., und in den Intervallen von 0 bis z, von z bis 
2x u. s. f. ist sie abwechselnd positiv und negativ. Fiir zwei 
Werthe von «, die um mw verschieden sind, hat sin « denselben 
Zahlwerth. Da aber der Nenner Vu mit zunehmendem a fort- 
wahrend wichst, so ist der Zahlwerth von 
sin (%-+- 2) 
DV ceta iG 


kleiner als aes Zablwerth von 


Die Curve, deren Ordinate | 


ist, liegt also abwechselnd iiber und unter der Abscissenaxe 
(Fig. 14) und begrenzt mit dieser (in den auf einander folgenden 
Intervallen yon der Grosse x) Flachen, von denen jede folgende 

Fig. 14. : 
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kleiner ist als die vorhergehende und die abwechselnd mit posi- 
tivem und negativem Zeichen in Rechnung kommen. Die Summe 
dieser Flachen, das bestimmte Integral 


? sin od ot 
ae 5) 
Vo 


hat also das Vorzeichen des ersten Gliedes, d. h. es ist positiv. 


In dem ersten der eben erhaltenen Integrale wollen wir Va 
ebenfalls positiv nehmen. Dann lhegt die Curve, deren Ordinate 
_ COS 0 


Va 


ist (Fig. 15), von « = 0 bis a = - x oberhalb der Abscissenaxe, 


sie fangt aber nicht mit der Ordinate 0 an, sondern mit der Ordi- 


nate o: sie hat die Ordinatenaxe zur Asymptote. Von @ = 5 an 


pee ee 
Fig. 15, 


( 
wig 
we 
S| 
/ 


liegt sie abwechselnd unterhalb und oberhalb der Abscissenaxe 
und die Durchgiinge durch 0 finden statt, sobald von « = : an die 


Abscisse um ein Vielfaches von 2 zugenommen hat. Auch hier ist 
der absolute Zahlwerth von 


cos (%-+- 2) 
Vota 


kleimer als der Zahlwerth von 
COS 0 


Va 
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Spbeks 1 : 
Hier ist also das von « = 3 7 an genommene Integral eine Summe 


von fortwihrend abnehmenden Zahlen, die abwechselnd negativ 
und positiv sind. Das Vorzeichen dieser Summe ist also negativ. 


Dazu kommt dann noch das Integral von 0 bis 5) dessen Vor- 


zeichen positiv ist. Dass dadurch das Vorzeichen des ganzen Inte- 
grals positiv wird, erkennt man durch folgende Betrachtung. Wir 
zerlegen das von 0 bis o zu erstreckende Integral in eine Summe 
yon unendlich vielen Integralen, die der Reihe nach zwischen den 


Grenzen 
0 und z, x und 22, 2m und 32 us. f. 


zu nehmen sind. In dem Integrale 
(4#+1) 7 


| eee 
ge Ve 


fiihren wir statt « die neue Variable w + waz ein, wodurch es 


ubergeht in 
a7 | ete cosada 


Setzen wir dann 
1 ] il 


DO) Ve ieee Ve oon 


so wird fuse aes: 


4 - tee, 


-/ v6 cos od o Af P@cnaae 


2 
In dem zweiten dieser beiden letzten Integrale fiihren wir statt « 
als neue Variable 7 — a a und erhalten 


‘esate _ f riemudat Pesos 


a i (F() Pa = «)) sen 
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Nun ist F(a) positiv und zwischen den Grenzen 0 und 5 auch 


cos positiv. Das Vorzeichen des Integrals hangt also davon ab, 


ob die Differenz 
F(a) — F(a —«) 


positiv oder negativ ist. Da nun der nach a genommene Differen- 
tialquotient von F(a) negativ ist, nemlich 


1 1 1 
FE" («) = — alae ae —-), 
2X Vay Vatay * 
so ist in dem Intervall der Integration 


F(a) > F(x —a) 


und daher das Integral positiv. Wir haben also 
Fcos ado _ Ve 
jeyeen eV 2 
® sin odes Ve 
ie eee 


§. 34, 


Hinschrankung der Grenzen in Fourier’s Lehrsatz. 
Beispiel. 

Wir konnen fiir die Entwicklung von (x) nach dem Satze 
von Fourier auch die Bestimmung geben, dass gy (x) nur fir 
b > «x —a einen von 0 verschiedenen Werth habe, ausserhalb 
‘dieser Grenzen aber = 0 sei. Dann haben wir in dem innern 
Integral der Gleichung (50) statt der Grenzen — « tad o nur 
zu setzen a und b. Also ist aan 


Oe ie cia. 
‘ be a 


Fiir v = a resp. = b finden Spriinge statt von den von 0 
verschiedenen Functionswerthen g(a) und (bd) auf 0. Also gibt 


das Doppelintegral an diesen beiden Stellen resp. = y (a) und 


2 g (b). 
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Nehmen wir beispielsweise g (~) — 1 fir 1 > 2 > 0 und 
iibrigens fiir positive 2, die grésser als 1 sind, g(x) = 0, so k6n- 
nen wir speciell nach Cosinus entwickeln. Wir finden dann 


o ad 
m=z fosarda fesurd 
' 0 
= 2 fe cos aud a, 


und der Werth des Integrals ist dann = 1 fir 1 >2>—1, 
dagegen = 0 fiir x > 1 und fiir x < — 1, endlich = fiir « 


=+1. Dasselbe Resultat haben wir (§. 15) auf einem andern 
Wege gefunden. 


§. 35: 
Functionen von mehreren Variabeln. 


Die Reihenentwicklung von Fourier lasst sich auch auf Func- 
tionen von mehreren Variabeln anwenden, weil man dieselben 
Schliisse nur mehrmals zu wiederholen braucht. Die Formel (49) 
kénnen wir unter Benutzung des Summenzeichens schreiben 


g(x) = p/owa+s [vo cos m™ (4 — 2) 


m=1— 
oder eleganter, indem wir auch negative Indices zulassen, 


(xe) == Je Los fave cos m™ (A—2). 


mM=—oD—_ 


Denken wir uns jetzt eine Function von zwei Variabeln, also 
die dritte Ordinate einer krummen Fliche, die fiir ¢ > # > — ¢ 
und e > y > — e gegeben sei. Wir konnen zunichst y als con- 
stant ansehen und erhalten dann 


y (x, y=5 > 2 S [areas y) cosm= (A — a). 


Auf dieselbe Weise lasst sich aber g (A,y) entwickeln, nemlich 
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Aa a a a 
PY = 5. > [dug Gu) cosn™ (uy). 


Folglich ergibt sich dann durch Einsetzung in die vorige 
Gleichung 
(53) Z y) 
wees 
See 


+e +'e 
3S A did wp (2,u) cos ™ (4—a) cos ™ (uw —y). 

M=—n n=—ao 

Dies kann man leicht ausdehnen auf so viel Variable als 
man will. p 

Dasselbe gilt aber auch von dem Fourier’schen Satze, denn 
dieser geht ja aus der Reihenentwicklung unmittelbar hervor, in- 
dem man ¢ und e unendlich werden lasst. Fir eine Function von 
zwei Variabeln erhalten wir zunichst 


gy (4, y) = 2 [def arg (iy cosa(e—2). 
0 —o 


Hierin kénnen wir y (A,y) wieder entwickeln 


gp (4,y) = ge dup (A, u) cos B(y — UW). 
dar —o 


Setzen wir dies ein, so ergibt sich 
(54) p (ay) 


Ae [ Lf [asdadrdy vdasyeosate2) cof y— uw). 


Man sieht leicht, wie dies Verfahren auf eine beliebige Anzahl 
yon Variabeln zu iibertragen ist. 


~Dritter Abschnitt. 


Differentialgleichungen. 


§. 36. 


Definition und Eintheilung. 


Ist die Grosse y eine Function von einer oder mehreren unab- 
hangigen Veranderlichen, so kann ihr Zusammenhang mit diesen 
unabhangigen Veranderlichen in verschiedener Weise ausgedriickt 
sein. Der einfachste Fall ist der, dass die unabhangigen Variabeln 
und die Function durch eine Gleichung mit einander verbunden 
sind, in welcher ausser ihnen nur constante Grdéssen vorkommen. 
Kine solche Gleichung nennt man eine endliche Gleichung 
zwischen den Veranderlichen, und es soll mit diesem Namen aus- 
gesprochen sein, dass in der Gleichung nur endliche Grdssen, also 
keine Differentiale, auch keine Verhaltnisse von Differentialen vor- 
kommen, Im Gegensatz zu den endlichen Gleichungen zwischen 
den verinderlichen Gréssen stehen die Differentialglei- 
chungen, 

Unter einer Differentialgleichung verstehen wir eine 
Gleichung, welche ausser den unabhangigen Veranderlichen und 
der Function noch einen oder mehrere Differentialquotienten der 
Function enthalt. 

Wir unterscheiden gewohnliche Differentialgleichungen und 
partielle Differentialgleichungen. Wird y als Function yon nur 
einer Variablen z angesehen und kommen demnach in der Differen- 


§. 37. Die Integrations-Constanten. OR: 


tialgleichung nur die nach dieser einen Variablen 7 genommenen 
Differentialquotienten vor, so heisst die Gleichung eine gewohn- 
liche Differentialgleichung. Soll dagegen die Function von 
mehreren Variabeln abhiingig sein und enthalt die Differential- 
gleichung die partiellen Differentialquotienten nach mehreren 
Variabeln, so wird die Gleichung eine partielle Differential- 
gleichung genannt. 

Wir theilen die Differentialgleichungen (die gewohnlichen wie 
die partiellen) in verschiedene Ordnungen ein. Eine Differen- 
tialgleichung von der nten Ordnung ist eine solche, in welcher 
Differentialquotienten von der_nten Ordnung und keine hdheren 
vorkommen. 

Wir unterscheiden lineiire Differentialgleichungen und nicht- 
lineare. In einer linedren Differentialgleichung kommen die 
Function y und ibre Differentialquotienten nur in erster Potenz 
vor und keine Producte der Function mit den Differentialquotien- 
ten oder der Differentialquotienten unter einander. Eine gewohn- 
liche lineire Differentialgleichung mter Ordnung ist danach von 
der Form 

ny dz—-l 

ne A as wee hare + my =X, 
WOYIN Ms, 4, ... Gn, X Functionen von x allein oder auch constante 
Grossen sind. Ist X = 0, so heisst die lineidre Differentialgleichung 
homogen. 


I. Gewohnliche lineare Differentialgleichungen. 


~§, 87, 


Die willkirlichen Integrations-Constanten. 
Das vollsténdige Integral. 


Die gewodhnlichen lineiiren Differentialgleichungen haben viel 
Analogie mit den partiellen Differentialgleichungen. Wir betrach- 
ten daher einige Kigenschaften von ihnen besonders. 

Vorher sind jedoch die gewohnlichen Differentialgleichungen 
im allgemeinen zu untersuchen. Wir gehen aus von einer end- 


Riemann. Partielle Differentialgleichungen, 7 
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lichen Gleichung zwischen z und y, welche ausser diesen verinder- 
lichen Gréssen noch eine gewisse Anzahl von Constanten enthalt. 
Durch mmal wiederholte Differentiation leiten wir aus dieser primi- 
tiven Gleichung n neue Gleichungen her, von denen die erste 
keinen héhern Differentialquotienten als den ersten, die zweite 
keinen héhern als den zweiten, u.s.f., die letzte keinen hohern als 
den nten enthalt. Aus dem so gewonnenen System-yon » Gleichun- 
gen und der primitiven Gleichung konnen wir 7 constante Grossen, 
und nicht mehr als n, eliminiren, Das Resultat wird eine gewohn- 
liche Differentialgleichung nter Ordnung sein, welche » constante 
Groéssen weniger enthilt als die primitive Gleichung, aus der sie 
hervorgegangen. ; 

Die primitive Gleichung driickt einen Zusammenhang zwischen 
gz und y aus, durch welchen die Differentialgleichung nter Ord- 
nung erfillt wird. Man nennt daher die primitive Gleichung das 
Integral der Differentialgleichung. Beide Benennungen bedeuten 
dasselbe, nemlich eine endliche Gleichung zwischen x und y, welche 
mit der Differentialgleichung vertriglich ist. Man sagt aber, die 
endliche Gleichung sei die primitive Gleichung, wenn man sie als 
urspriinglich gegeben und die Differentialgleichung als aus ihr ab- 
geleitet ansieht. Man nennt die endliche Gleichung das Integral 
der Differentialgleichung, wenn die Differentialgleichung urspriing- 
lich gegeben war und die endliche Gleichung auf irgend einem 
Wege gefunden ist oder gefunden werden soll. 

Aus der vorher angestellten Betrachtung geht hervor, dass 
eine endliche Gleichung zwischen x und y, die einer Differential- 
gleichung mter Ordnung Geniige leistet,  Constanten enthalten 
kann, die in der Differentialgleichung nicht vorkommen, aber nicht 
mehr als n. Diese m Constanten sind vollig unbestimmt, wenn 
nichts als die Differentialgleichung gegeben ist. Man nennt sie 
daher die willkiirlichen Constanten des Integrals, und die 
endliche Gleichung heisst das vollstandige Integral der vor- 
gelegten Differentialgleichungen nter Ordnung, wenn wirklich n 
willkiirliche Constanten darin vorkommen. Im Gegensatz dazu 
nennt man eine endliche Gleichung zwischen x und y, die der 
Differentialgleichung nter Ordnung geniigt, cin particulares Inte- 
gral, wenn sie weniger als n willkiirliche Constanten enthilt. 
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g. 38. 


Homogene linedre Differentialgleichungen. 


Wir betrachten nun eine homogene lineire Differentialgleichung 
nter Ordnung 


d” 4 
Dea ge eee dinar GL + tiny = 0. 


° dan 


Ks sei y = Y ein particulares Integral. Dann wird auch 
y — cY ein solches sein. Denn nach der Voraussetzung wird die 
Differentialgleichung erfillt, wenn man statt y darin Y schreibt, 
also 

n n—1 
o Fax tape to + HE =O 
Wird nun aber statt y eingesetzt ¢Y, so kommt auf der linken 
Seite nur noch der fir alle Glieder gemeinschaftliche Factor ¢ 
hinzu, so dass durch Division mit ¢ sich die vorige Gleichung 
wieder ergibt. 

Sind ferner y= Y, und y = Y, particulire Integrale, so 
kann man daraus ein neues Integral 
4Y¥,+4Y, 
bilden. Dieses neue particulire Integral ist dann von Y, und Y, 
nicht unabhingig, sondern aus ihnen linedir zusammengesetzt. Da- 
gegen heisst ein Integral Y, von Y, und Y, unabhingig, wenn es 
sich nicht in die Form ¢, Y, + ¢ Y, bringen lasst. Ueberhaupt 
werden & Integrale Y,, Y,,... Y; der homogenen linearen Diffe- 
rentialgleichung von einander unabhingig genannt, wenn sich 
keine constanten Coefficienten «, %,-.. %, bestimmen lassen, die 
der Gleichung geniigen 

Oy Ya or Oy VY, = a + a, Y, = 0. 

Man sieht nun leicht, dass eine Differentialgleichung nter 
Ordnung mehr als nm unabhiingige particulire Integrale nicht 
haben kann. Denn sonst konnte man jedes mit einer willkiir- 
lichen Constanten multipliciren und erhielte durch Addition der 
Producte ein neues Integral, das mehr als m willkiirliche Constan- 
ten enthielte. 


7* 
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Hat man aber » von einander unabhiingige particulire In- 
tegrale gefunden, so ist 


y= 6 Vy it on Ve 
das vollstaindige Integral der homogenen line&ren Differential- 
gleichung nter Ordnung und «Gq, ¢9,... Cn sind willkiirliche Con- 
stanten. Daraus lasst sich jedes particulare Integral herleiten, 
indem man den Constanten bestimmte Werthe beilegt. 

Eine allgemeine Methode, die homogenen linearen Differen- 
tialgleichungen zu integriren, besitzen wir nicht. Nur einige be- 
sondere Fille ist man bis jetzt im Stande gewesen zu behandeln. 
Sind die Coefficienten ap, @,... @» in der Differentialgleichung 
constant, so kann man immer das vollstindige Integral ermitteln. 


§. 39. 


Homogene lineare Differentialgleichungen mit 
constanten Coefficienten. 


Es sei die homogene lineiire Differentialgleichung nter Ord- 
nung gegeben 


(l) 


WOYIN MH, 1, .-. Un—1, Mm reelle constante Grdéssen sein sollen. Wir 
konnen leicht particuliire Integrale finden. Setzen wir z. B. 


dry an~ty dy ey 
° dam ae 1 dan—1 ke hs he ae 


a UG 
Se rat 


Fiihren wir diese Werthe in die Differentialgleichung ein, so 
ergibt sich 
e* (ay oo” + ayo—1 +t... + Qi + an) = 0. 

Dies kann nicht anders der Fall sein, als wenn die Klammergrosse 
= 0 wird. Die constante Grdsse « ist also eine Wurzel der 
Gleichung 
(a) yp (%) = apa” + mom1 +... + a, a + a, = 0. 

Wir bezeichnen die m Wurzeln der Gleichung mit 0, a, ... Op 
und betrachten zunichst den Fall, dass sie siimmtlich von einan- 
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‘ . . . . - 
der verschieden sind. Dann haben wir m von einander unabhin- 
gige particulare Integrale der Differentialgleichung, nemlich 


Cee a, Cm 
Das vollstindige Integral ist demnach 


(1) y= ¢, 6%" —P ce" +> «+s PG, em, 

Hat die Gleichung mten Grades, welcher « gentigen muss, imagi- 
naire Wurzeln, so kommen diese immer paarweise conjugirt vor, 
d. h. die eine ist von der Form w + 4V — 1, die andere von der 
Worm 42.4,Vi—4, Wa seien z. B. a, und « solche conjugirte 
imaginére Wurzeln i 


m% =u+iaV—1, 

Oy Se, 41 V = 1. 
Dann ergibt sich 
Gi eue + Gr e72% —— ere (q exe Vi — & earn ve) 


= on {(o + ¢)coshax + (Gq — &) V=Tsinda}. 


Da nun ¢, und ¢ willkiirliche Constanten sind, so kénnen wir 
dafiir zwei andere einfiihren, indem wir setzen 


Gu Ga hy, 
(q — MS esol, 
Dadurch erhalten wir 
6,en® + Gen? = eh* , (k, cosh + ky sind x). 

Das eben angewandte Verfahren erleidet eine Modification, 
wenn die Gleichung in @ nicht lauter verschiedene Wurzeln hat. 
Es sei oy — a) = o = --- = a,, und die iibrigen n — m Wur- 
zeln seien yon % und von einander verschieden. Dann haben wir 
ein particulares Integral ~ 

EVO: 


worln wir v als eine unbekannte Function von x ansehen. Setzen 
wir zur Abkiirzung 


k(k — 1) (k — 2)...(k —v + Lyn 
ose Vv f 


iPS Oe es) 
so ist bekanntlich p 
aku.v) dtu | PWdy jy Tu de 
dit. se dak” \ " gak—ida | 2. daksiaee 
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und wenn wir wu = e%* nehmen: 


adF(en? , v) ae ; ey a 2 av | 

Ie {eto + ho ae + iy off? ra a vile 

In dieser Formel haben wir der Reihe nach k = 1, 2, 3,... 

zu setzen, wenn das particulire Integral y = es”. v und seine 

Derivirten in die Differentialgleichung eingefiithrt werden sollen. 
Dadurch ergibt sich dann 


O = en*y lay of + a, of" Ht ty ft? eee Ly 1 + a} 
,av i es 
ee sm dy et + (m — Vy of * 11+ + Gna} 


dv ‘ 4 
fe (mg My or” + (m — Iga af * +» + Gna} 
dx? : 


2 Mirae f n—m+1 n—m \ 
een ages {Mm —1 bo % + (n — m1 OY + se 
dmv J n—m ; n—m—1 | 
aam \ Min UM % (n LV) Gy %; Seosif 


pa 
aeice dx 


e. MN. 


In dieser Gleichung sind die Klammergréssen der Reihe nach 
p(%), p' (4), op" (%)... Die Gleichung lautet also kiirzer 


dv, Le dey 
Oe eae {v. p (c;) = ax. P (@) at ie a (m ais 1)! dam) pene (%) 


+ Foe 9 (04) Har HALE WO (ea)} 
Da nun »(«) durch (@ — a)” theilbar ist, so ist 
p(%) = 0, g'(%m) = 0, .... pm—V(ay) = 0, 
und die vorige Gleichung geht tiber in 


1 dy 1 dv 
—_ ——_ + (m) ware eR rs (n) = 
mi dam © CUR Setar Aedes Ce (0%) = 0. 


Sie wird erfiillt, wenn wir 
dmy dtp dn y 
aa” ~ agmti "gn 


setzen, d. h. 


Ci hy + hax + hy x? os apex, +. hig a ee 
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Das particulire Integral lautet dann 


y = en*(hy + hw + hoa? +--+» + hy_1 a”), 
es enthalt also m willkiirliche Constanten. Da ausserdem noch 
n — m particulire Integrale von den Wurzeln Om 41, Om425 ++. On 
herriihren, so sind auch hier wieder in dem vollstindigen Integral 


CI) y = en® (Ig + hyo + ee) thy 2!) + emer emt +... 
wet oem 
nm willkiirliche Constanten vorhanden. 
Dasselbe Verfahren findet Anwendung, wenn die Gleichung 
gy (a) = 0 mehr als eine Gruppe von gleichen Wurzeln besitzt. 


8. 40. 
Nichthomogene lineare Differentialgleichungen. 


Wir haben noch die lineire Differentialgleichung zu unter- 
suchen, welche ein von y und den Differentialquotienten freies 
Glied enthalt, also 

n nm—1 
Cae Oe este ee 

Die Integration dieser Differentialgleichung ter Ordnung lasst 
sich in zwei verschiedenen Weisen zuriickfiihren auf die Integra- 
tion einer ganz dbnlich lautenden Differentialgleichung (nm — 1)ter 
Ordnung. Es bedarf dazu nur der Kenntniss eines particularen 
Integrals einer homogenen lineiren Differentialgleichung ”ter Ord- 
nung. Beide Wege hat Lagrange im 3. Bande der Miscellanea 
Taurinensia eingeschlagen*). 

Der erste Weg ist folgender. Man verstehe unter z eine vor- 
diufig noch unbekannte Function von x, multiplicire beide Seiten 
der Gleichung (1) mit gd und fiihre links in allen Gliedern mit 
Ausnahme des letzten die Integration’ nach Theilen aus. Dabei 
ergibt sich 


*) Sur Vintégration de Péquation 
dy dy ay PR 


dans laquelle L, M,N...T sont des fonctions de ¢. (Miscellanea Taurinensia. 
Tomus TIL. 1762 — 1765. p. 182;) 
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fonzyae == |) 4, 2Y0o 


fone Gh de = naey 2 ae 


_ ay ois dy a5 Be fs d? Soe. 
fase qgitt = Wn-28 FY +/y dz 
Ws Side 


In dem Resultate der Umformung setzen wir 


qn (a z) q@-1 (az) , av—? (ay 2) 1 Lg iiiae 
(a) dx aa t dgn—3 - vee (— 1)" a, z= 0. 


Dann bleibt stehen 
2) ‘jf Xeas ——— (14 _ A(Gn—24) d? (dn —32) Bee +) 


aa dx? 
+ ipa Agee ae 
1B (eae Miged Get. 
as aie 
ah dgn—1 “0* 


Kennt man also ein particuliires Integral z der homogenen 
linearen Differentialgleichung (a) und fiihrt dieses in die Gleichung 
(2) ein, so hat man nur noch eine Differentialgleichung (» — 1) ter 
Ordnung zu integriren. 

Auf dem zweiten Wege setzt man voraus, dass ein particulires 
Integral der homogenen lineiiren Differentialgleichung 


n n—tL 
(b) me to Fo tt 2 fe 
bereits gefunden sei. Wir setzen dann, um der ersten Differential- 
gleichung zu geniigen 
YY =U.Vv 
und verstehen unter w eine noch unbekannte Function von z. Die 
gegebene Differentialgleichung geht dadurch tiber in 


d™v d™—-1ly 
seen (% dan + 1 Tan ert ano] 
du { rie. i dn? y 
peste 15 eS ih eS RSC 
= i dx \@ MN dani + (n hh ay da—2 | 
d®u 
- Qo - Uv. 


dx” 
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Die erste Klammer ist — 0. Die iibrigen Klammergrdéssen sind 
bekannte Functionen von w Wir bezeichnen sie also mit einfachen 


du 
Buchstaben und setzen ausserdem — = w'. Dann hat man zur 


dix 
Bestimmung von w’ die Differentialgleichung 


d*—y/ d*—2y/ dw 
(3) “30, Pe 1 by Fa + .-.+ db,» Te + ba-1w = X. 


Diese ist von derselben Form wie die urspriinglich vorgelegte 
Gleichung, aber yon der um 1 verminderten Ordnung. 

Lagrange macht in dem oben citirten Aufsatze noch die Be- 
merkung, dass man von der Differentialgleichung (1) aus zu einer 
ebenfalls lineiiren Differentialgleichung (n — m)ter Ordnung ge- 
langt, wenn m particulire Integrale der Differentialgleichung (a) 
oder der Differentialgleichung (b) bekannt sind. Dabei ist natiir- 
lich m hochstens — n. Fiir diesen dussersten Fall fiihrt La- 
grange die Rechnung durch in einem Aufsatze, der unter den 
Nouveaux Mémoires de l’Académie de Berlin vom Jahre 1775*) 
abgedruckt ist. Das Verfahren ist folgendes. 

Hat man » von einander unabhingige particulire Integrale der 
homogenen lineiren Differentialgleichung (b), nemlich 1, v, ..- x, 
so ist das vollstindige Integral von der Form 


= 6 Ur Cy Vz +: + Cn Uns 


und ¢, ¢,... €, sind die willkiirlichen Constanten. Um nun die 
Differentialgleichung (1) zu integriren, setzen wir 


(4) Y = UM + Ug V2 + +++ + Un Un 

und betrachten w,, w%),...u, als unbekannte Functionen von «. 
Werden aus der Gleichung (4) die ersten nm Differentialquotienten 
gebildet und diese in (1) eingesetzt, so erhilt man eine Differen- 
tialgleichung, der die n Functionen w;, uw, W3 ... Un Geniige leisten 
miissen. Zur volligen Bestimmung der Functionen uw haben wir 
aber ausserdem noch m — 1 Gleichungen néthig. Diese wiahlen 
wir, da sie in der Aufgabe nicht gegeben sind, in der Weise, dass 
bei den ersten n — 1 Differentiationen der Gleichung (4) jedesmal 
der Inbegriff derjenigen Glieder — 0 gesetzt wird, welche die 
Differentialquotienten von wy, uw, ... UW, enthalten. Dadurch er- 
gibt sich 


*) Recherches sur les suites recurrentes ete. Article 1, §. 5. 
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dy - dv; Ay 
ax =D az’ Sn Cee 
dy “ A? Vj “dv, Ay 
(©). -\a =>) % Aaa Ae gage 0 (d) 
k=1 k=1 
GP “et is Ga ee Zz d®—2 4, au, oe 
dan} = gai ie ie eee v 


Dagegen “— 


ee 2 d* UK d*— “age AU 

7 apes * am ae 1 da 
Der Ausdruck fiir y aus eicbtike (4) und die eben erlangten 
LY OTY Sete Ye 
dz’ da’ dar 
Diborcutd)s iene (1) einzusetzen. ee hee erhalt man 


Irv d” 1 
Sm (Fo a oo te ob in = Mz 7 + ant) 


Ag ad’—1y, du, 
a 1 dam! da 


Ausdriicke der Differentialquotienten — 


ae 


Nun ist aber vermoge der Dilfoseritial diaiotiuny (b) der Factor 
von uw, in der ersten Reihe — 0 fiir & = 1, 2, 3,.... Die letzte 
Differentialgleichung geht also tiber in 

d"-1y, ad = 

a>) Ae ry ‘— Xx, 
Diese nehmen wir zusammen mit ae Gleichungen (d). Dann 
du, duy dun 
“da? dz? eee ax 


haben wir zur Bestimmung der » Unbekannten 


die folgenden n Gleichungen 


duy du du: ad Un 
VY aa V2 peees 3 ao tee veers ks a0 
dv, ‘it Av, dug ie d Us ci AUn _ 
dz des Gee ee ers ee 
dv, dy Mv, duy Mv, dus dy AU __ 
dat dx | dete eae tens Ga 
an ane “ane udaee re dn, Wane e a" —2 0, A Un 
da—2 da dae 2dx f dar—2 da Beal Fe 
a”—ty, du | d"—ly, dt, , a*—10,duU; | dnd Uin  X. 


dan -} de! dx da on dada | Aa" —-1 ak ay 
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Die Coefficienten der m Unbekannten und die Function 2 sind be- 
0 


kannt. Es kommt also nur darauf an, durch Elimination die 
Werthe der Unbekannten zu bestimmen. Ergibt sich dabei 


d Un 
alee Px (2), 


so ist g(a) eine bekannte Function von x, und wir erhalten 


(5) m = [ ge(a)aa (Re DRE eee 


Die Bestimmung der Functionen w ist also auf ein Problem 
der Integralrechnung, oder, wie man sich ausdriickt, auf einfache 
Quadratur zuriickgefiihrt. 

Man nennt dieses Verfahren von Lagrange die Methode der 
Variation der Constanten. 

Ein ganz analoger Weg ist einzuschlagen, wenn nur m parti- 
culare Integrale von (b) bekannt sind (m <n). Zuerst betreten 
ist dieser Weg fir m < n von d’Alembert*), Man vergleiche 
dariiber auch die spéteren Arbeiten von Libri**), Malmsten***) 
und Joachimsthalf), sowie die Darstellung von Baltzerry). 


Il. Partielle Differentialgleichungen. 


§. 41. 


Definition. Lineare partielle Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. 


Wir haben bis jetzt eine Function y als abhangig von nur 
einer Variablen x angesehen. Bei den physikalischen Erscheinun- 
gen, welche wir betrachten wollen, treten nun aber mehrere unab- 
hingig verainderliche Grdssen auf: die Zeit und die drei Raum- 


) Miscell. Taur. T. 3. p. 381. 
**) Crelle. Bd. 10. p. 185. + 
) Crelle. Bd. 39. p. 91. 
) Crelle. Bd. 40. p. 48, 
ae und Anwendung der Determinanten. 3. Aufl. Leipzig. 1870. 


OS are 


= 
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coordinaten. Diese Untersuchungen werden uns also auf partielle 
Differentialgleichungen ftthren. 
Betrachten wir zunichst eine Function w, die von zwei unab- 
hingigen Variabeln x und ¢ abhangt, also 
u = g(a,t). 
Diese Function w hat die beiden Differentialquotienten erster Ord- 
nung 


Ou OU 
6.2 0et 
die drei Differentialquotienten zweiter Ordnung 
Ou Oru a2 U 
Oz?’ oxot’ Ot’ 


(He 8 a 

Jede Gleichung zwischen w und irgend welchen partiellen 
Differentialquotienten dieser Function heisst eine partielle Diffe- 
rentialgleichung. Die Ordnung wird hier wieder nach dem héch- 
sten darin vorkommenden Differentialquotienten bestimmt. 

Eine Function w, die der partiellen Differentialgleichung Ge- 
niige leistet, wird eine LOsung derselben genannt. 

Vom gréssten Interesse sind die lineairen partiellen Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung, weil die meisten. physikali- 
schen Fragen auf solche Gleichungen fiihren. Die allgemeine 
Form derselben ist bei zwei unabhingigen Variabeln 

e2u ou Oru Ou, 2 OM 

ta! ™ acer! ae Pee Ted og 
und besonders wichtig ist der Fall, dass sie homogen sind, dass 
also s = QO ist. Mit der Untersuchung dieses Falles wollen wir 
uns daher hauptsiichlich beschiftigen. 

Sind die Coefficienten 7, m, n, p, g, 7 constante Gréssen, so ist 
es leicht, particulire Lésungen der homogenen Gleichung 


0? u 02 O2u Ou Ou 
| — — + => 
a Creag " Op 4 Pon 18 ikea e 


ru == §, 


zu finden. Wir setzen, analog dem Verfahren in §. 39, in diesem 
Falle 

WU — ertt Bt, 
Dann ist 


ou Ou 
ane op 
ou 072 24 
= = au, = =apu, == Bu. 


§. 41. Lineare partielle Differentialgleichungen. 109 


Folglich geht die partielle Differentialgleichung tiber in 


w-[la? + map + np? + pa + qb +7} =0. 


Hier haben wir die Klammergrésse — 0 zu setzen. Dadurch ergibt 
sich eine quadratische Gleichung in a und f. Wir koénnen also 
die eine der beiden Grdssen, etwa 6, beliebig wahlen, und 
erhalten zu jedem Werthe yon f# aus der Gleichung zwei be- 
stimmte zugehdrige Werthe von a Es gibt also eine unend&iche 
Menge zusammengehoriger Werthe von « und 6, welche der Be- 
dingungsgleichung 
Lo? + moaB + nB?.+ pa + qB +r =0 

geniigen, und: folglich haben wir auch unendlich viele particulare 
Loésungen der partiellen Differentialgleichung. 

Hierin liegt ein wesentlicher Unterschied der partiellen und 
der gewohnlichen Differentialgleichungen, da die letzteren nur eine 
endliche Anzahl unabhingiger particulirer Integrale besitzen. 

Sind U,, U,, U;,... particulire Losungen der homogenen 
lineiren partiellen Differentialgleichung, so kann man jede mit 
einer willkiirlichen Constanten multipliciren und erhalt durch Ad- 
dition der Producte wieder eine Losung der homogenen Gleichung. 
Auf diese Weise setzt sich aus den unendlich vielen particularen 
Losungen die allgemeine Losung zusammen, die demnach un- 
endlich viele willkiirliche constante Grdssen enthalt. 

Die Auffindung der particularen Losungen ist meistens mit 
gar keiner Schwierigkeit verkniipft. Man kann also auch die all- 
gemeine Lésung dann leicht herstellen. Mit solchen allgemeinen 
Lésungen, in denen die Constanten willkiirliche Werthe haben, ist 
aber so gut wie nichts gewonnen. Vielmehr liegt bei den Auf- 
gaben, die auf partielle Differentialgleichungen fiihren, der wich- 
tigste Punkt der Frage darin, die Constanten so zu bestimmen, 
dass gewisse Nebenbedingungen erfiillt werden. So hat man z. B. 
die allgemeine Loésung der partiellen Differentialgleichung gefun- 
den fiir die Schwingungen elastischer Flichen, also fiir die Klang- 
figuren, kann aber aus dieser allgemeinen Loésung die Figuren 
selbst durchaus nicht finden, sondern hat noch unendlich viele Be- 
dingungen zu beriicksichtigen besonders fiir das, was am Rande 
solcher schwingenden Platten vor sich geht. 
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§. 42. 
Beispiel. 


Wir nehmen als Beispiel die partielle Differentialgleichung 
C2 
(1) Sao 
welche sich auch in der Folge ergeben wird fiir die Bewegung der 
Warme, wenn man nur auf eine Dimension Riicksicht nimmt. Es 
ist nicht schwer, particulire Loésungen zu finden. Die Aufgabe 
wird aber schwierig durch gewisse Nebenbedingungen. Wenn also 
u = g(za,t) dieser partiellen Differentialgleichung geniigt, so fragt 
es sich, welche Bedingungen hinreichen, damit  (z,t) eine vollig 
bestimmte Function werde. Da findet sich, dass die Function voll- 
kommen bestimmt wird, wenn noch die Bedingung hinzukommt, 
dass fiir einen bestimmten Werth von ¢ die Function w sich auf 
eine bestimmte, aber ganz beliebig genommene Function von x 
reducirt. Also es soll sein 
(2) uw =f) fart ="0. 
Wir gehen hier wieder von particularen Losungen der partiellen 
Differentialgleichung aus. Setzen wir 
uw ere +t, 

so ergibt sich aus der Differentialgleichung fiir « und £ die Bedin- 
gungsgleichung 

B = a? a. 

Wir haben also 
u= err t @art 

als particulire Lésung. Da « ganz beliebig gewahlt werden 
kann, so diirfen wir auch « VY — 1 statt « setzen, Es sind demnach 
auch 


paxVai , ET eat 
und 2 

e—arV—1 eT eet 
particulire Lésungen, die wir mit willkiirlichen Constanten multi- 
pliciren und addiren diirfen. Wir multipliciren die erste mit 
e—*V—1, die zweite mit e+¢4¥—1 und erhalten durch Addition und 
Subtraction die beiden particuliiren Lésungen 
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e— Ft . cosa(x — A), 
et , sna(x — A), 


bei denen wir den constanten Factor 2 und resp. 2. V — 1 weg- 
gelassen haben. 

Um die allgemeine lente herzustellen, haben wir « stetig 
yariabel zu nehmen, jeden Werth, den die Function w fir ein 
specielles o Saint mit einer von x und ¢ unabhingigen Grosse 
zu multipliciren und die unendlich vielen Producte zu addiren. 
~ Ist also F'(x,t,«) eine particulare Lésung, so multipliciren wir sie 
mit ~(a)da. Dann ist auch 


fro F (x,t, 0) d « 


eine Losung der partiellen Differentialgleichung. Denn dieses 
Integral ist eme Summe von unendlich vielen Specialwerthen der 
Function F (x,t, «) fiir unendlich viele verschiedene a, deren jeder 
mit einer von z und ¢ unabhangigen Groésse y (c) d « multiplicirt ist. 
In unserm Falle koénnen wir zunichst fiir dasselbe « die par- 
ticulare Loésung 
e—P#t cos a(x — A) 
mit ~(A)dd multipliciren und darauf zwischen yorlaufig beliebigen 
Grenzen ¢, und c, integriren. Dann ist auch 
iD) 

eee cos a(x — A)p(Ayda 

Cy 
eine particulire Losung. Diese multipliciren wir mit do und inte- 
griren zwischen den Grenzen 6, und 6,. Fiigen wir noch einen 
constanten Factor h hinzu, so wird auch 

bg C2 ow 
eh fda few cos o(% — 1) (A) da 

b of 
eine Lésung der partiellen Differentialgleichung. Setzen wir hierin 
¢t = 0 und beriicksichtigen die Bedingung, dass dann 


a= 1 (2) 


sein soll, so findet sich 


bg Cg 
f@ =h [aa feos «(a — A)w(ayda. 
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Nach Fourier’s Satze {§. 32. Formel (50)} ist aber 


f@=s faa [ cosa — 1) f(a. 
0 aw 
Damit also der Nebenbedingung geniigt werde, haben wir zu setzen 
1 

h=-, #@=f0), 

bh =0, b=, 

qg=— OO, & =o. 

Unsere Aufgabe ist daher vollig gelést, wenn wir 


We= qf ae feets@ cosa(x — A)da 
0 —o2 


nehmen. Dieser Ausdruck liisst sich noch vereinfachen durch Um- 
kehrung der Integrationsordnung. Es ist dann zuerst das Integral 


ao 


ifort cat a(x — A)dau 


VW) 
auszufiihren. Der Werth desselben findet sich aus §. 18 Formel 


(35), nemlich 
— _@—ar? 
boat Baio 4a2t = 
Da t 


Danach. erhalten wir also 
(a— A)? 


1 1 /; 0 4a2t 
I = ——— / fae di. 
© a 20 Fad. © 


Es ist nicht uninteressant, diesen Werth noch einmal zu verifi- 
ciren, indem man zeigt, dass er den beiden Bedingungen geniigt. 
Dass er die partielle Differentialgleichung erfillt, erkennt man 
leicht, indem man die Differentiationen ausfiihrt. Ks reicht dazu 
auch hin, nachzuweisen, dass 


eine particulire Lésung ist. Um aber den Werth zu finden, den 
der letzte Ausdruck von w fiir ¢ = 0 annimmt, ist es zweckmissig, 
das Integral etwas umzuformen. Tiihrt man fiir 4 eine andere 
Variable ein, so dass der Exponent von e das negative Quadrat 
der neuen Variablen ist, also 

A — 2& 


Save 
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so wird 


a) wae [pe tranVie-rap. 


Dieser Ausdruck geht fir ¢ = 0 tiber in 


yz [taeras 


2 yi 
= —f («x e-P dB 
Fel frat 

d. h. mit Riicksicht auf §. 17, Formel (33) in 


ae aV2@) =F). 


Die partielle Differentialgleichung, welche wir hier behandelt 
haben, bildet den Gegenstand der Untersuchung in den §§. 49 bis 60 
des folgenden Abschnittes. Immer werden wir von der particularen 
Losung ie 

etaxV—1—a2a%t 
ausgehen und die allgemeine Losung aus unendlich vielen particu- 
laren Lésungen zusammensetzen. Diese bildet bei allen Aufgaben 
den gemeinsamen Ausgangspunkt. Sobald wir aber auf die je 
nach der Aufgabe verschiedenen Nebenbedingungen Riicksicht 
nehmen, gelangen wir zu Loésungen, die trotz des gemeinsamen 
Ausgangspunktes von einander vollig abweichen. 


§. 43. 
Beispiel. 


Wir wollen jetzt die partielle Differentialgleichung nehmen 

Ozu 02U 

(1) OR =a On?’ 

die bei dem Problem der schwingenden Saiten sich ergeben wird. 

Sie ist die erste partielle Différentialgleichung, die iiberhaupt be- 

handelt worden ist. Die Function w ist hier noch nicht bestimmt, 

wenn man nur eine Bedingung hinzufiigt. Wir stellen also zwei 

Bedingungen auf, nemlich 


Riemann, Partielle Differentialgleichungen, 8 
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(2) “=f (Pier == "0, 
(3) ct = F(@) fir t= 0. 


Die Aufgabe lasst sich in zwei zerlegen, indem wir das eine 
Mal eine Function suchen, die der partiellen Differentialgleichung 


geniigt und fiir t = 0 gibt uw = f(z), se = 0; das andere Mal 


eine Function, die der partiellen Differentialgleichung geniigt und 
fir ¢ =.0 gibt w= 0; - == P(r). 
J. Wir suchen zunichst eine Function, welche die partielle 


Differentialgleichung erfillt und den Bedingungen geniigt 


(2*) u=f(«) firt =0, 
di OU a at 
(3*) aie. iit OF 
Als particulire Lésung der Gleichung (1) versuchen wir 
eae + Bt 
Diese geniigt der Gleichung (1), wenn 
BB? = a? o?. 
Wir erhalten also als particulare Losung 
er(etat), 


worin wir auch & mit « |/—1 vertauschen diirfen. Thun wir dies, 
so erhalten wir die neuen particulaéren Losungen 

cos «(”—-+-at) und cos «(a — at) 
und ebenso die beiden anderen Lésungen 

sin a(a-+-at) und sin a(x — at). 
Die beiden ersten Loésungen multipliciren wir mit dem von w und ¢ 
unabhangigen Factor cosa, die beiden anderen mit sina A und 
erhalten dann durch Addition 

cos u(a—a-+ at) + cosa(a —A—at). 

Diese particulare Loésung ist schon so beschaffen, dass sie der Be- 
dingung (3*) geniigt. Multipliciren wir sie mit /(4)dd und inte- 


griren nach 4 yon — o bis + o, multipliciren weiter mit da 


und integriren nach « yon 0 bis , so ergibt sich 


wa gq fda [70 {onsale ata + cos a (v — 1 —at)} da 
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‘ 4 
oder wenn wir Fourier’s Satz beachten: 


(1) w= 5 [fo+ar) 4 ¢(@ —at)\ 


Diese Losung geniigt der partiellen Differentialgleichung (1) und 
den beiden Bedingungen (2*) und (3*), wie man nachtraglich auch 
leicht verificiren kann. 

II. Die Function w soll so bestimmt werden, dass sie der par- « 
tiellen Differentialgleichung (1) und den Bedingungen 


(22) w= 0 iqbin ==) 
Ou rs 
sek ate Bi BG 5) BY 
gentgt. 


Hier gehen wir von den beiden particuliren Losungen 
sin «(2 —A-t-at) und sin a(a—a—at) 
aus und machen die Bemerkung, dass ihre Differenz der Bedingung 
(2**) bereits Geniige leistet. Wir nehmen also die particuliire 
_Loésung 
sin a(” —A-+- at) — sina (a#—A—at). 
Der nach ¢ genommene Differentialquotient ist 


walcos a(c—A+-ut) + cos a(@— A —at)| 


und geht fiir ¢ = 0 iiber in 
200 C0s «(4 —A). 


Fir ¢ = 0 soll aber 


om dC) We jf def Paveosate— ar 


sein. Dies erreichen wir, indem wir aus der particulairen Losung 
herleiten - 


i = : t fray| {sin a (e— A--at) — sina(a—a —at)}aa. 
2am, 
Hier Bonen wir die Ordnung der Integration umkehren und erhalten 
2a0u = 
[rad sree 7, = [eee ad. 
0 


Die beiden ie in‘ der Klammer sind nach § 14 Formel (23) 
zu behandeln, Danach findet sich, dass der Inhalt der Klammer 
8% 
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= 0 ist, wenn x + at < A-oder wenn x — at > 4, dagegen den 
Werth z besitzt, wenn « + at > 4 > x — at ist. Dadurch geht 


uw iiber in 
1 a+ at 

(1) = raf FO dA. 

Dass diese Function den Bedingungen (1), (2**) und (3**) ge- 
niigt, lasst sich nachtraglich auch leicht zeigen. 

UI. Soll die urspriinglich in diesem Paragraphen gestellte 
Aufgabe gelost, also eine Function w bestimmt werden, welche die 
Gleichungen (1), (2), (3) erfiillt, so haben wir die Losungen (I) und 


(II) durch Addition zu verbinden. Wir erhalten dann 


(IIT) u = [Fe Lat) —+- f(a at)| | a fraan 


Vierter Abschnitt. 


Bewegung der Warme in festen Ko6rpern. 


I. Ableitung des Grundgesetzes. 


g. 44. 


Warme. Specifische Warme. Temperatur. 

Wir wenden die Theorie zuniichst an auf die Lehre von der 
Bewegung der Warme in festen Korpern. Dabei ist es gleichgiiltig, 
ob wir die Warme als einen Stoff ansehen oder, wie es aus der 
Analogie anderer physikalischen Erscheinungen wahrscheinlich ist, 
als lebendige Kraft, hervorgebracht durch die wellenformige 
Bewegung eines Wirmeithers. Wir driicken uns der Einfachheit 
wegen so aus, als ob die Warme etwas Materielles wire. Nach 
der Erfahrung kann dann also ein Korper mehr oder weniger 
Warme in sich aufnehmen oder abgeben, und er geht bei der Auf- 
nahme wie bei der Abgabe in einen anderen Warmezustand iiber. 
Bei jedem Korper konnen wir zwei bestimmte Warmezustande de- 
finiren. In dem ersten Zustande befindet sich der Korper, wenn 
er ringsum mit schmelzendem Eis umgeben ist, in dem zweiten, 
wenn er sich in siedendem Wasser befindet, und wenn er in beiden 
Fallen mit der Umgebung nicht in Warmeaustausch tritt. 

Fiir die Physik ist es von besonderem Interesse, die Wirme- 
menge zu bestimmen, welche die Masseneinheit eines Korpers in 
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dem Warmezustande des siedenden Wassers mehr besitzt als in 
dem Warmezustande des schmelzenden Kises. Diese Warmemenge 
nennt man die specifische Warme des Korpers. 

Um die specifische Warme zu messen, bediirfen wir einer 
Warmeeinheit. Wir wihlen dazu die Warmemenge, welche nothig 
ist, um die Masseneinheit Wasser aus dem Warmezustande des 
schmelzenden Hises in siedendes Wasser zu verwandeln. Oder mit 
anderen Worten:. wir setzen die specifische Warme des Wassers — 1. 

Mit dieser Warmeeinheit reichen wir aus. Doch ist es fiir die 
Theorie vortheilhaft, ein anderes Maass einzufiihren, nemlich die 
Temperatur. Wir definiren dieselbe folgendermaassen : 

Die Temperatur w ist eine Verhaltnisszahl, welche fiir irgend 
einen Wirmezustand angibt, das Wievielfache der specifischen 
Warme C die Masseneinheit des Korpers in eben diesem Zustande 
mehr besitzt als im Zustande des schmelzenden Eises. 

Fiir den Zustand des schmelzenden Kises ist also die Tem- 
peratur wu = 0, fiir den des siedenden Wassers ist w« — 1, und fiir 
einen Zustand, der zwischen jenen beiden liegt, ist w ein echter 
Bruch. Die Temperatur w kann natiirlich auch tiber 1 hinaus 
wachsen und unter 0 herabsinken. Der erste Fall tritt ein, wenn 
der Korper aus dem Zustande des siedenden Wassers in einen 
andern Warmezustand iibergeht durch Aufnahme neuer Warme, 
der zweite Fall, wenn er aus dem Zustande des schmelzenden Kises 
in einen andern tibergeht durch Abgabe von Wirme. Dass mit 
der Temperatur das Volumen des Korpers sich verandert, ist hier 
eine Nebensache, die nicht in Betracht kommt. 

Die Sea cieaes W, welche ein Korper von der Masse M 
und der specifischen Warme C bei der Temperatur w enthalt, ist 
also 

We ME SCeu 
Dabei ist natiirlich vorausgesetzt, dass der Korper seiner ganzen 
Ausdehnung nach dieselbe specifische Warme besitzt, und dass 
jede Masseneinheit gleich viel Warmemenge enthilt. Bei der Tem- 
peratur 0 ist dann in jedem Korper die Wirmemenge 0 vorhanden. 

Bei den festen Kérpern findet eine unmittelbare Wirkung der 
Warme nur in unendlich kleiner Entfernung statt, sei es, dass sie 
fiir weitere Entfernungen entweder wirklich aufhort oder nur 
wegen ihrer Kleinheit sich den Sinnen entzieht. Kine zweite Vor- 
aussetzung, welche wir machen, ist die, dass die Wirkung zwischen 
zwei unendlich nahen Theilen dem Unterschied der Temperatur 
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oder Wiirmemenge proportional ist, und zwar nehmen wir die Wir- 
kung als eine ausgleichende an, so dass der warmere Theil an den 
weniger warmen etwas abgibt. Aus diesen beiden Voraussetzun- 
gen haben wir zunichst allgemeine Folgerungen und Formeln ab- 
zuleiten. 


§. 45, 


Warmeaustausch parallel zur Axe der z. 


Wir betrachten einen Korper, welcher ungleichmissig erwarmt 
ist, aber so, dass die Temperatur zu einer und derselben Zeit nur 
abhangt von der xz-Coordinate eines jeden Punktes. Dann ist also 
eine zur z-Axe rechtwinklig gelegte Ebene in allen ihren Punkten 
gleichmissig erwarmt, und ihre Temperatur andert sich nur mit 
der Zeit ¢. 

Nehmen wir nun zu verschiedenen Seiten einer solchen Ebene 
zwei unendlich nahe gelegene Punkte, im Abstande x und # + a’ 
von der yz-Ebene. Es handelt sich um ihre Temperatur in dem- 
selben Zeitmomente, nachdem seit einem gewissen Anfangstermin 
die Zeit ¢ verflossen ist. Die Temperatur in dem ersten Punkte 
bezeichnen wir mit w. Sie haingt nach der Voraussetzung nur von 
a ab. In dem zweiten Punkte wird also die Temperatur sein 


Ow a’? 02 
Ase re ies pial hae es 
Ware er ate Te apt 


oder da wir die hoheren Potenzen der unendlich kleinen Grosse 2! 
gegen die erste Potenz vernachlassigen konnen: 


Dies gilt zu einer und derselben Zeit ¢ von jeder beliebigen 
Stelle der betrachteten Ebene. In dem Zeitditferential dt, welches 
auf die abgelaufene Zeit ¢ folgt, geht nun durch ein beliebiges 
Flachenstiick o der Ebene eine gewisse Wirmemenge hindurch. 
Diese ist zufolge der im vorigen Paragraphen aufgestellten Hypo- 
these proportional der Temperaturdifferenz, d. h. proportional der 
Grdsse 
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Sie ist ferner proportional dem Flachenstiick , durch welches sie 
strémt, und proportional der unendlich kleinen Zeit dt, wahrend 
welcher wir sie beobachten, d. h. sie ist 


° Bieta ih ah 


Ox 
Die Grosse k nennen wir die Leitungsfahigkeit des Korpers. 
Sie kann, wie z. B. bei den Krystallen, von der Richtung der 
Warmestromung abhingig sein. Wir wollen auf diesen Umstand 
hier keine Riicksicht nehmen, sondern voraussetzen, dass fiir einen 
und denselben Korper & constant sei. 


§. 46. 
Warmeaustausch parallel zur yz-Ebene. 


Wir untersuchen zweitens den Fall, dass zu einer und der- 
selben Zeit t die Temperatur in allen Punkten-einer Parallelen zur 
a#-Axe constant sei, also 


u=f(Y,2). 
Dann geht von der einen Seite einer zur w-Axe rechtwinkligen 
Ebene auf die andere gerade so viel Warmemenge iiber wie in 
derselben Zeit von der zweiten Seite auf die erste geht. Denn es 
seien “, und uy (Fig. 16) zwei unendlich nahe gelegene Punkte auf 


Fig. 16. 


verschiedenen Seiten der zur x-Axe rechtwinkligen Ebene. Dann 
lasst sich zu uw, ein Punkt w,, zu wu. ein Punkt uw, finden, so dass 
die Linien uw, uw; und wou, parallel zur w-Axe liegen und von der 
Ebene halbirt werden, und es haben einerseits u, und us, anderer- 
seits ug und uw, dieselbe Temperatur. Geht also eine gewisse 
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Wirmemenge von uw, nach uw, so wird genau eben so viel gleich- 
zeitig von uw; nach uw, iibergehen. D. h. die Warmemenge, welche 
der Punkt uw, verloren, hat der auf derselben Seite der Ebene lie- 
gende Punkt wu, gewonnen. Und ebenso viel Warme, als uw, ge- 
wonnen, hat wu; verloren. Es hat also em Warmezuwachs auf der 
einen Seite der Ebene und eine Warmeabnahme auf der andern 
nicht stattgefunden. Dies kommt aber auf dasselbe hinaus, als ob 
durch die Ebene gar keine Warme hindurchgegangen wire. 
Konnen wir ferner die Temperatur in irgend einem Punkte 
als Summe von zwei Temperaturen darstellen 
u= U, Se 
so ist fiir zwei unendlich nahe_gelegene Punkte die Differenz der 
Temperaturen w gleich der Differenz der Temperaturen U,, ver- 
mehrt um die Differenz der Temperaturen U,. Es ist also auch 
die Wirmemenge, welche durch ein die Punkte trennendes Flachen- 
element in Folge der ganzen Temperaturdifferenz hindurchgeht, 
gleich der Summe der Wairmemengen, welche nur durch die Diffe- 
renz der Werthe yon U, und resp. nur durch die Differenz der 
Werthe von U, zum Uebertritt gebracht sein wiirden. 


§. 47, 


Warmeaustausch tiberhaupt. Warmefluss. 


Nehmen wir nun einen Korper, der auf irgend eine Weise 
erwarmt ist, in welchem also zur Zeit t die Temperatur des Punk- 
tes (x, y, 2) eine Function der drei Coordinaten ist 


u = f(x,y, 2). 
In einem unendlich nahen Punkte, dessen Coordinaten x12’, 
y+ y',z2+ 2 sind, ist zu derselben Zeit ¢ die Temperatur 


j ; ae , Ou , ou 1 OW 
FEtwyty, ete) =p aS ty Ed ot .. 


Auch hier sind die héheren Potenzen von 2’, y', 2’ gegen die erste 
Potenz dieser unendlich kleinen Gréssen zu vernachlassigen. Fiir 
jeden der beiden Punkte kénnen wir aber die Temperatur als eine 
Summe von zwei Theilen ansehen, Wir nehmen 

fiir den Punkt (a, y, 2): 


U, =u, U, = 0, 
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fiir den Punkt (7@+a’, yty’, 2+’): 

Ou Ou Ou 

pas eae oy pated pase 

=u pe thay Gite oe 

In der Function U, ist dann nur y und ¢ variabel, d. h. die Tem- 

peratur U, ist m allen Punkten einer Parallelen zur x-Axe con- 

stant. Folglich findet durch die zur x-Axe rechtwinklige Ebene . 

kein Warmeaustausch statt. Dagegen tritt in Folge der Tempe- 

raturdifferenz «’ ae in der unendlich kleinen Zeit dt die Warme- 


menge 
—ko = dt 

durch das zur x-Axe rechtwinklige Flachenelement w hindurch 

und zwar von der Seite des Punktes (x, y, z) auf die Seite des 

Punktes (v+a',y+y’,z2+ 2). Von diesem unendlich kleinen 

Effect spricht man gewohnlich nicht, sondern dividirt durch das 

unendlich kleine Element w und durch die unendlich kleine Zeit 


dt. Dies gibt 


eine Grdsse, welche man den Warmefluss fiir eine zur 7-Axe 
rechtwinklige Ebene nennt, Es ist die Wairmemenge, welche in 
der Zeiteinheit durch die Flacheneinheit hindurchgehen wiirde, 
wenn wahrend dieser Zeit fiir unendlich nahe gelegene Punkte auf 
entgegengesetzten Seiten der Fliche die Temperaturdifferenz con- 
stant wire. 


: Ou ow is 
Ebenso erhalten wir — k — und resp. — k as als Wiarme- 


oy 
fluss fiir eine Ebene, die rechtwinklig zur Axe der y und resp. der 
z gelegt ist. ‘ 
§. 48. 


Grundgesetz der Bewegung der Warme in festen 
Korpern. 


Mit Hiilfe dieser Resultate koénnen wir leicht die allgemeine 
Gleichung finden fiir die Bewegung der Wirme in einem homo- 
genen Kérper. Wir haben hier die Temperatur abhiingig von den 
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Coordinaten des betrachteten Punktes im Innern des Korpers und 
von der Zeit 
CDS Ub (a, Ys &, t), 
und wir miissen voraussetzen, dass fiir einen Anfangstermin, t= 0, 
die Temperatur jedes Punktes uns gegeben sei 


Pp (x, Y, 2,0) = f (2%, y, 2). 

Ist der Korper begrenzt, so miissen auch noch fiir jeden Zeit- 
moment Angaben iiber den Warmezustand der Oberfliche hinzu- 
kommen, wenn die Aufgabe bestimmt sein soll. 

Wir betrachten zur Zeit ¢ ein unendlich kleines Kérperelement 
im Innern des Kérpers. Wir wihlen dazu (Fig. 17) ein rechtwink- 


Hig. 17. 


Z 


liges Parallelepipedon von den Kanten dz, dy, dz. Der Eckpunkt, 
welcher dem Coordinatenanfang zuniichst liegt, habe die Coordina- 
ten x, y, 2. Zur Zeit ¢ ist in diesem Parallelepipedon eine gewisse 
Warmemenge vorhanden. In dem darauf folgenden Zeitdifferential 
dt wird durch jede Seitenfliche Warme eintreten und austreten. 
Es fragt sich, welcher Zuwachs an Warme dadurch entsteht. 

Rechtwinklig zur v-Axe liegen zwei Seitenflachen, jede vom 
Flacheninhalt dy dz, von denen die eine durch den Punkt (2, y, 2), 
die andere durch den Punkt (x-+dz, y, z) hindurchgeht. Durch 
die erste dieser beiden Seitenflachen tritt in der Zeit dt in das 
Parallelepipedon ein die Wairmemenge 


) 
ee kz 
durch die andere tritt in derselben Zeit aus die Warmemenge 


Ou 
=e re lt. 
k 5B ie dydzdt 


w 
= dydzdt, 
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Die Differenz beider Werthe ist der Warmezuwachs im Innern des 
Kérperelements, so weit er von dem Durchgang der Wiirme durch 
die beiden zur w-Axe rechtwinkligen Seitenfliichen herriihrt. Es 
ist aber & 


Ou Ou 
ewes ou ee 


folglich betragt jene Differenz 
0? wu 
k es 
Ebenso findet sich der eet welcher herriihrt von 
dem Durchgange durch die beiden zur y-Axe und durch die beiden 
zur g-Axe rechtwinkligen Seitenfliichen, nemlich resp. 


; dx dydz dt. 


Ou. 
rr da dy dzedt 


und 
ki — 22 
Im Ganzen ist also die Wirmemenge _ 
02 2 02 
h(a - | oD 

zur Zeit ¢ -+- dt mehr vorhanden als zur Zeit t. 

Nun hat zur Zeit ¢ das Koérperelement die Temperatur vw. 
Nach §. 44 enthalt es dann also die Warmemenge 

o Cdadydz.u 

wenn mit @ die Dichtigkeit bezeichnet wird. Der Zuwachs, welchen 
diese Wiarmemenge in der Zeit dt erleidet, ist 


didydzdt. 


Ou 
o Cdxdydz- OE dt. 


Eigenthch hiingt allerdings die Dichtigkeit von der Tempera- 
tur ab, doch ist die Dichtigkeitsinderung so gering, dass wir hier 
davon absehen kénnen. Wir haben also zwei Ausdriicke fiir den 
in der Zeit dt erlangten Wirmezuwachs gewonnen, und diese sind 
daher einander gleich zu setzen. Dividiren wir dann beide Seiten 
der entstehenden Gleichung durch e Cdadydzdt und schreiben 

30 == Oe, 
so ergibt sich 


Ou 02 u 02 02 
1 LS ! 
oY ot" Oar ' oy? | a) 
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Diese partielle Differentialgleichung driickt das physikalische 
Gesetz aus fiir die Bewegung der Wirme in festen Korpern. Sie 
gilt aber nur innerhalb des Korpers, weil sie angibt, wie die Tem- 
peratur eines Korpertheilchens sich modificirt durch die Tempera- 
tur der umgebenden Punkte. Ist der Kérper begrenzt, so miissen, 
wie schon hervorgehoben, fiir die Temperatur der Oberflache noch 
Bedingungen gegeben sein, damit die Aufgabe zu einer bestimmten 
werde. Es muss ferner fiir den Anfangstermin (t = 0) die Tem- 
peratur jedes Punktes gegeben sein. 

Kin specieller Fall der Aufgabe ist der, dass die Temperatur 
constant bleiben soll, also ws = 0. Dann haben wir also die par- 


tielle Differentialgleichung 

Ou 0? u Oru 
Y) Ou? | oy? | 02? ee 
und die Gleichung, welche die Temperaturvertheilung fiir t — 0 
gibt, fallt weg. Fir diesen Fall konnen wieder besondere Bedin- 
gungen in Beziehung auf die Oberfliche gegeben sein. Es handelt 
sich dann also um das Gleichgewicht der Temperatur unter ge- 
wissen Bedingungen fiir die Oberfliche. 


Il. Die Temperatur ist abhangig von der Zeit und von 


einer einzigen Coordinate. 


§. 49. 


Der Korper ist unbegrenzt. Der Korper ist von einer 
unendlichen Ebene begrenzt. 


Wir beschiftigen uns zunachst mit partiellen Differential- 
gleichungen, in welchen nur eine Coordinate, etwa «, vorkommt. 
Es muss dann also fiir alle Punkte einer Ebene, welche recht- 
winklig auf der v-Axe steht, gleiche Temperatur stattfinden, und 
es ist in einem solchen Korper die Temperatur von den Coordi- 
naten y und g unabhiangig. 

Ist der K6rper nach allen Seiten unendlich ausgedehnt, so 
haben wir keine Oberflaichen-Bedingung. Die Function w ist so 
zu bestimmen, dass 
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Ou 02 u 2 
(1) On er be aa? 
(2) u =f (x) Hirt ==200% 


Diese Aufgabe haben wir bereits in §. 42 gelost. 

Wir wollen jetzt den Korper begrenzen und zuniachst fest- 
setzen, dass er den halben unendlichen Raum nach der Seite der 
positiven x ausfiille. Es kommt dann fir die Oberflache (7 = 0) 
noch eine Bedingung hinzu, durch welche die Temperatur der 
Oberflache zu jeder Zeit gegeben ist, d. h. 

(3) u = q (bt) fore. 08 

Riicksichtlich der Gleichung (2) ist zu bemerken, dass f (x) jetzt 
nur fiir positive « gegeben ist, denn nur fiir solche erhalten wir 
Punkte im Innern des Korpers. 

Diese Aufgabe ist schon ziemlich schwierig. Um ihre Losung 
zu erleichtern zerlegen wir sie in zwei einfachere, indem wir 
u =u, + u, setzen. Die Function u, soll dann der partiellen 
Differentialgleichung geniigen und die Bedingungen erfiillen 
(2*) Uf (@) firt =O; 

G2) My == 0 oe aan) s 

Dagegen soll die Function w, eine Lésung der partiellen Diffe- 
rentialgleichung sein und den Bedingungen Geniige leisten 
(2**) Us ==.0 inst —— 0p 
(3) Ww=9t) » ©=0. 


§. 50. 


Fortsetzung. Die Anfangstemperatur ist gegeben. 
Die Oberflache hat die Temperatur Null. 


Aufgabe. Die Function uw so zu bestimmen, dass sie der 
partiellen Differentialgleichung geniige 


Ow , O2U 
(1) iad aro 
und die Nebenbedingungen erfiille 
(2) UW == f (x) Ue (p= 0), 
(3) Y=) n & = 0. 


Als particuliire Lésungen der partiellen Differentialgleichung 
haben wir in §. 42 gefunden 
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e~ eet cosa, 
Cat SIN. OX: 

Wir wahlen die letzte, weil sie der Gleichung (3) geniigt. 
Multipliciren wir mit der von x und ¢ unabhingigen Function 
4 (ado und integriren zwischen zwei vorlaufig noch unbestimmten 
Grenzen }, und b,, so ei das Integral 


w= aa art SIN OE 5 4 (8). 0 


eine Lésung der nareoltct Differentialgleichung (1), welche die 
Bedingung (3) erfullt. Fir ¢— 0 geht sie iiber in 


es soll aber fiir ¢ — 0 


(FESS NG) = = 2 fsinawae {raysinanan 


sein. Wir haben also 
eC) == = [ fA)sinanaa, 
0 


b, = 0, by = @ 
zu setzen. Dann ist 


ee 2 [ feeep@)sinaxsinak dada 
OO 


die Lésung unserer Aufgabe. Die Integration nach a lisst sich 
ausfiihren. Wir verwandeln das Product der Sinus in die Differenz 
von zwei Cosinus. Dadurch wird 


— 2 [raya fe-vei(asete—a — cos « (0 +-2)) da. 


Das innere Integral ist nach §. 18 Formel (35) zu behandeln. Wir 
erhalten 


ot [ ~ 4aet 4a2¢ 
1 a Adi. ne 
@) ; 2a te #4) - 


und es is darin Vt mit positivem Vorzeichen zu nehmen. 
Dieser Ausdruck lisst sich auf dem in $ 42 eingeschlagenen 
Wege verificiren. 


@—r2_(@ +a? 
¢ 
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§. 51. 


Fortsetzung. Die Anfangstemperatur ist Null, 
die Temperatur der Oberflache constant. 


Um die zweite Aufgabe des §. 49 (in Betreff der Function w,) 
zu lésen, ist es zweckmassig, einen einfacheren Fall voraufzu- 
schicken. Wir wollen zunichst die in §. 49 (3**) auftretende Func- 
tion g(t) constant = ¢ nehmen, Aber auch diese Aufgabe soll 
noch durch Decomposition vereinfacht werden. 
I. Aufgabe. Die Function w so zu bestimmen, dass sie der 
partiellen Differentialgleichung geniige 
ou te 

' Ot On?’ 

“und den Nebenbedingungen 
(2) UAC 
(3) Wi==aC Se == Oe 


Die Auflosung ist sehr einfach, nemlich 


(1) 


(I) ue. 


II, Aufgabe. Die Function w so zu bestimmen, dass sie die 
partielle Differentialgleichung (1) erfiille und an die Nebenbedin- 
gungen gekniipft sei 


(2*) u=—e ATT 

(3*) (—A0) we == 0; 

Diese Aufgabe ist gelost, wenn wir im vorigen Paragraphen speciell 
f(z) = — enehmen. Wir erhalten also 


) (a—d)? (@ + A)? 
— 2 ae 
= — [ai wale 4a2t e 4a2t ‘ 
20 mt. ; 


Das Integral lasst sich in zwei zerlegen. In dem ersten setzen wir 
x—A 


2aVi oe 


ke hie 
2a Vt BS 


in dem zweiten 
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dann ergibt sich 


2aVt 2aVt 
wofur man kiirzer schreiben kann 


2aVt 
Y —p? 
4 oO Cae dp, 
V x 
—2£ 
2aVt 


(I) sell aad cece f dp. 


Ill. Aufgabe. Die Function w so zu bestimmen, dass sie der 
partiellen Differentialgleichung (1) geniige und die Bedingungen 
erfiille 
O**) W= 10 fumed —— 0} 

(3**) W655 Wea ==0; 
Die Lésung setzt sich aus (1) und (IL) zusammen. - Wir er- 
halten ; 
2aVt 
ag 2 —s g Bl 
u = e{1 Va J e—F d B | 

Dieser Ausdruck lasst sich noch zusammenziehen. Es ist 

nemlich nach §. 17 Formel (33) 


9 ? 
ees —e qd § — 1. 
Taf ie 


Folglich haben wir 

26. 7 
Hl — ae fed : 
(it) Vab B 


2 aVe 


k 
Das Integral of e-® dB kommt in sehr vielen analytischen Unter- 
0 


suchungen vor, wie bei der astronomischen Strahlenbrechung, in der 
Wabhrscheinlichkeitsrechnung, und deshalb hat man dafiir besondere 


Riemann. Partielle Differentialgleichungen. 9 
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Tafeln berechnet*). Wenn wir also die Rechnung hier ausfiihren 
wollen, so haben wir keine Schwierigkeit zu tiberwinden. 

Suchen wir nach dem Gesetze, welches bei der Temperatur- 
verbreitung stattfindet, wihrend an der Oberfliche eine positiv 
genommene constante Temperatur ¢ herrschen mag, so kommt in 
dem Integrale 


x 
2 ave 


e—P dB 


0) 
die Zeit nur in der oberen Grenze vor. Wenn wir der Oberfliche 
des Kérpers immer niher kommen, d. h. dem Werthe « = 0, so 
nihert sich das Integral dem Werthe 0 und w dem Grenzwerthe c. 
Dasselbe findet statt, wenn ¢ is Unendliche wachst. 
Fragen wir aber, nach welchen Zeiten zwei Punkte in ver- 
schiedenen Tiefen dieselbe Temperatur haben mégen, so ist 


it al 
2aVE 2aVu 
[eras =f e-P AB 
0 0 


zu setzen, d. h. 


*) Kramp. Analyse des réfractions astronomiques et terrestres. Leip- 
sic et Paris, an VII. 4. Am Schlusse befinden sich drei Tabellen: Tab. I. 
ao 


enthilt die Werthe des Integrals J = J e-P dB, Tab. I. IgJ, Tab. II. 


k 
lg e%® J, und zwar von k = 0,00 bis k = 3,00. 


Legendre, Traité des fonctions elliptiques et des intégrales Eulériennes. 
T. 2. Paris 1826. 4. page 520, 521. Table des valeurs de lintegrale 


7 1\—4 x : ; 1 ; 
Vics da(1 7) 2; la premiere partie depuis t= (A 0,00 jusqu’a t= 0,50; 
la seconde depuis 7 = 0,80 jusqu’a 7 = 0,00. 


Enceke. Astronomisches Jahrbuch fiir 1834. Berlin 1832. 8. Am Schluss 


t 
Tafel I. a= fe-Pdt von ¢ = 0,00 bis ¢ = 2,00. 
Viv 


A 
CF 


E Opes A nae are 
Tafel IT. Vi uf e—Pdt von — = 0,00 bis — = 3,00. 


= 0,4769360 ist die obere Grenze, wenn der Integralwerth 
p 
2 i 1 
—— e—#dt = — 
Vay 2 
sein soll, 
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ee ee 

UE intl 
und darin spricht sich der Satz aus: die Zeiten der gleichen Tem- 
peratur verhalten sich wie die Quadrate der Tiefen. Also wenn 
ein Punkt noch einmal so tief liegt wie ein anderer, so wird er 
nach der vierfachen Zeit erst dieselbe Temperatur erlangen, welche 


dieser nach der einfachen Zeit erhalt, 


‘8. 52, 


Fortsetzung. Die Anfangstemperatur ist Null, die Tem- 
peratur der Oberfliche als Function der Zeit gegeben. 


Gehen wir jetzt zu der allgemeinen Lésung der Aufgabe iiber: 
Die Function w so zu bestimmen, dass sie der partiellen Diffe- 
rentialgleichung geniige 


Ou. 02u 
5 ae yy FS 
(1) ot” Oat 
und den Bedingungen 
(2) “u=O0 fur 4 = 0, 
(3) u= p(t) » & = 0. 


Statt die Temperatur der Oberfliache stetig mit ¢ sich indern 
zu lassen, wollen wir zunaichst annehmen, sie Andere sich sprung- 
weise nach Ablauf von kleinen Intervallen. Wir zerlegen das Inter- 
vall von 0 bis ¢ in  gleiche Theile, setzen iz = #% und bestimmen, 


dass an der Oberflache (fir 7 = 0) 


u = 9 (0) . sein soll fir ®>t>0 

u= 9(P) itn oe ae iget > O 

u = 9 (29) ie Oe ee b= DO 
“=g(n—10) , 4» » ne StSn— 18. 


Fassen wir die Aufgabe so auf, so kénnen wir sie wieder durch 
Decomposition vereinfachen. Wir setzen nemlich 


UW = Uy Uae Uy ob Un 
und stellen fiir # die folgenden Forderungen auf: 
Die Function #» soll der partiellen Differentialgleichung (1) 
und der Bedingung (2) Geniige leisten. Fiir 7 = 0 soll 
9* 
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Um == 0 sein, wenn t << m — 14 oder t > m4, dagegen 
Um = y(m — 19), wenn md >t > m — 19. 


Zur Losung dieser Aufgabe miissen wir auf den vorigen §. zu- 
rickgehen. Wir definiren die Function y(x,#), in welcher + = 0 
vorausgesetzt wird, durch die Bestimmung, dass 


Vio == 0 
sein soll fiir negative Werthe von ¢ und fiir ¢ — 0, dagegen 


ORO) == ad © eal B 


{ 2aVe 
fiir positive Werthe von ¢. Alsdann geniigt 
4 (x,t — m — 14%) 


der partiellen Differentialgleichung (1). Fiir ¢ = O wird die zweite 
Variable — — (m — 1) 4%, also negativ und daher nach der Defini- 
tion die Function = 0. Sie erfiillt also auch die Bedingung (2). 
Nehmen. wir aber 7 = 0, so wird die Function 


== (), wenn << m— 19, 


wl po Wh = ae 
Ferner leistet die Function , 
4 (x,t — md) 


der partiellen Differentialgleichung (1) und der Bedingung (2) Ge- 
niige, Fir x = 0 wird sie 
== 10); wenn t <= m4, 
ple ee 
Und hieraus findet sich, dass 


Un = p(m — 14) - {x (ast — im — 19) — x(a,t — m)| 


za setzen ist. Nehmen wir der Reihe nach m = 1, 2, 3,... » und 
summiren die einzelnen Resultate, so ist 


wu = S19 (m — 19) A(t — m — ee ae 


m1 


die Function, welche wir suchen. Sie geniigt der partiellen Diffe- 
rentialgleichung (1) und der Bedingung (2). Sie nimmt fiir z = 0 
sprungweise andere Werthe an, sobald ¢ das Intervall @ durch- 
laufen hat. Sie ist dann nemlich 
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= (0) fir a= fT; 
= 9 (9) ” ts trai 


= go(m— 1%) -, mo zt>m—l 19, 
=g(n—1%) , ets n — 18. 
Soll hieraus die Function werden, die wir zu Anfang dieses 
Paragraphen verlangt haben, so miissen wir limn — o setzen. 
Dann ist m# — A stetig variabel von 0 bist und @=— dd. Also 


erhalten wir 
t ates 
u =[o® oe 
‘ : 


Hier ist noch der Differentialquotient 
04(a,t — a) 
Se Oe 
zu ermitteln. Da innerhalb der Integrationsgrenzen ¢ — 4 positiv 
ist, so haben wir 


9 D 
1 (%,t aR A) — wef eran 
i . 2aVt—a 
folglich 
O¢(a tb — A) ew Wry © ee 
BRAVES eal SEES ee Se eS a (t— —— Al 25 
ot  2aVa es v ) 


und, wenn wir dies einsetzen, ergibt sich als Losung der zu An- 
fang dieses Paragraphen peer Aufgabe 


i 2 


(I) yp aaVz nef Or X) (t — A) 2 


Dasselbe Resultat kann man auch auf ‘dem folgenden Wege 
erlangen. Es ist vorher der Ausdruck gefunden 


u SSA eam — 19) |x(et =m — 19) —74@,t— m)| 
m1 


und darin sollte # unendlich klein genommen werden. Derselbe 
Ausdruck lisst sich aber auch-schreiben 


u = 90) 4 (at) — p(w —19)y(a,t — 09) 


+ Six(e.t —m a) |p (ma) — pin —19)| 
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oder da 
1 (4,6 case n®) = 4 (x, 0) —Q0 

ist: 

w= 90x) + Six(mt — me) {PC —F p(m — seat 


m1 


Geht man hier zu den Grenzwerthen tiber 
: : aru A 
limn = ow, limd = lim eee 0, 


so erhalt man 
1 = 9(0) 4(a,0) + fro Vas 


und dieser Ausdruck lasst sich durch Integration nach Theilen in 
den oben gefundenen umformen 


Um den reer: (1) nachtraglich zu verificiren, wollen wir 
eine neue Variable einfiihren, deren negatives Quadrat gleich dem 
Exponenten von ¢ ist, also 

i xL 
a Vt ts 
3 


ee Bay 
dy— qt — 4) ada. 
Dadurch geht der Ausdruck (1) iiber in 


=f? («- Tapeh 


ae 
Aus dieser Form geht hervor, dass 
fir 10 W=0 
» &=0 u = p(t) 
ist. _Dagegen lasst sich das Zutreffen der partiellen Differential- 
gleichung am leichtesten nachweisen, wenn wir von dem Ausdruck 


ausgehen 
t 
Ox4(4,t — A 
u = [ 9a) ised da. 
0 
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Durch Differentiation ergibt sich 


t= fs oa) see aa + Oe 


Nun lisst sich aber durch Reihenentwicklung zeigen, dass 


e 1@t ft eo) fur} —="0, 
also ist 


und deshalb 
Ow __ 024 (a,t — 2) Ge ee 


Fihrt man die Differentiation aus, so erhalt man 


t q a2 5 
Cio ik ~ 4a2(E—A) 72 we 3 
ot = te fo aan.c Ga) eat a 
; 6 


Die cbmc oe ee nach x gibt 


ti We 1 


of u Se =a) ag Uh A die 3) 
uv? eae fotayn. ae) \4a? = Ay O)<a? 
und folglich ist 


Die Function 


Me New (9 t—A da 
pee Oe Gh) 


befriedigt also die zu Anfang dieses Paragraphen aufgestellten Be 
dingungen (1), (2), (3). 


§. 53. 
Fortsetzung. Die Anfangstemperatur und die Tempera- 
tur der Oberflache sind gegeben. 


Wir nehmen jetzt die Aufgabe des §. 49 wieder auf, nemlich: 
Die Function uw so zu bestimmen, dass sie der partiellen Diffe- 
rentialgleichung 


136 Vierter Abschn. Warmebewegung in festen Korpern. 


d Ou , O2u 
(1) ryt a ee 
geniige und den Nebenbedingungen 
(2) if) er tur? = 0, 
(3) u= git) » &=0. 


Die Antwort auf diese Frage ergibt sich unmittelbar, indem 
man die Lésungen der §§. 50 und 52 addirt, also 


Pah ve S@aae? 7 Ga 

t= —— =| —— “(fh di zi (« 4026 e 4a2t ) 
2aVx vist ) 

t a ‘ : 


+0 f paar @ 1@t—A) ¢— aya 


0 


§. 54. 


e 


Fortsetzung. Anwendung auf die Temperatur der Erde. 


Wir wollen von den in den §§. 50 und 52 gewonnenen Resul- 
taten eine interessante Anwendung auf die Temperatur der Erde 
machen, indem wir annehmen, dass die Temperatur der Oberflache, 
wie es bei der Erde der Fall ist, eine periodische Function der 
Zeit sei 

pttn.29)= pt. 

Kine solche periodische Function kénnen wir nach Fourier in 

eine Reihe entwickeln, die nach Cosinus und Sinus der Vielfachen 


von x fortschreitet, nemlich 


@ (t) a BS (a cos m ; + bn sim m =) 


und dieser Ausdruck lasst sich noch weiter vereinfachen, wenn wir 
setzen 

kin = Om COS Am 

Pe Om sim Am. 


ut 
y(t) = >) em COs (m Siew in). 


Dadurch wird 
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: x bf i 
Wir wollen zur Abkiirzung re = «@ setzen und zunichst nur 


ein Glied der Reihe nehmen, also 
y (t) = Omcos(mat — Ay). 
Die Aufgabe des §. 52 lautet dann: 
Welche Function w geniigt der partiellen Differentialgleichung 


Ou Cu 
1 EM ee Ps 
() Ot A Ou? 
und den Bedingungen 
(2) u=0 iy flirt e= 0; 
(3) U = Omncos(mat —i,) fir « = 0. 


In §. 52 haben wir gefunden 


— ve (¢ as meas 
nia aro ae 


2 ave 
Dies gibt also hier 


i ele if cos (m at A ae =) e-vrd 
= Vie : On m 4a?y? (i 


2 aVet 
oder 
2 2 
> ‘ Mm 0% 2 
UU = —= Oncos(mat — A») | e-Y cos 
Va 4a? y? 
xa 
2 aVe 
2 e 2 
y 6 - MOL? 
fees == — 2 
—- Va Om Sin (Mat Am) op e—Y sum Lary dy. 
saEEEE 
2aVt 


Das Resultat besteht aus zwei Theilen. Jeder dieser beiden 
Theile enthalt einen Factor, dér in Beziechung auf die Zeit periodisch 
ist, und einen zweiten Factor, der von der Zeit abhangig aber nicht 
periodisch ist. Dieser zweite Factor, das Integral, nahert sich aber 
mit der zunehmenden Zeit einem Grenzwerthe, der von der Zeit 
unabhangig ist. Je lingere Zeit also seit dem Anfangstermine 
verflossen ist, um so mehr nahert sich auch die Temperatur eines 
Punktes im Innern einem periodischen Zustande, und dieser soll 
jetzt einer n&ihern Betrachtung unterzogen werden. Wenn seit 
dem Anfangszustande, in welchem jeder Punkt des Korpers die 
Temperatur 0 besass, eine unendlich grosse Zeit verflossen ist, so 
erhalten wir 
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Mo x? 
d 


5 oO 
Ta Vg ee (rat im) f CN 8 f aay? 


an? 


+ zens sin (mat — in) feesin sin aia dy. 


Die Werthe der Integrale sind auf directem Wege nicht leicht 
zu berechnen. Wir kénnen sie aber finden, wenn wir beachten, 
dass u der partiellen Differentialgleichung (1) geniigen muss. Wir 
setzen also zur Abkiirzung 


= nfo ee dy=r 
Va 4a ary? 


ico) 


Pie es (x eis 
—= | e-Ysin-—— dy = 8 
— 4a? y? 
0 


und haben dann 
b= Om (r . cos(mat — ay) s. sin(mat — in)). 
Daraus erhalten wir 


= — On (— marsin(mat — An) + mes cos(mat — An)) 


Ou ay C7 sas 
aya Om (Go 5 COS (Mm e&t — dy) + das 3” (mat — An): 


Da nun die partielle Differentialgleichung (1) unabhingig von 
der Zeit erfiillt werden soll, so haben wir getrennt einander gleich 
zu setzen die Glieder, die in den Cosinus multiplicirt sind, und die 
Glieder, die in den Sinus multiplicirt sind. Dadurch ergibt sich 


2, 


dg = M%S) 
2 cat =— mor 
dx? ; 
Wir setzen 
(ps MAE 
SSS] Care 


und erhalten fiir die Erfiillung der beiden letzten Differential- 
gleichungen die Bedingungen 

Cpu =mnead, 

agu? = — Map. 
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In ihnen kommen drei unbekannte Grossen p, y, w? vor, von denen 
also jedenfalls eine willkiirlich bleibt. Nun findet sich aus den 
beiden Bedingungsgleichungen durch Multiplication 
m? 0? 
ut — ene 


und hieraus gehen fiir w die vier Wurzelwerthe hervor: 


nat VEC 411) m= EVE (V4) 
oo Veer ag ee v=1), ea (1 —V=1). 


Man findet leicht ; 
4 oe OETHN0 Os 
w= : Vi; 


a 
= op FV. 
Aus der ersten der beiden Bedingungsgleichungen berechnen wir 
d= wep 
Folglich ist q = pV—1, 


wenn man mw, oder uw; in Rechnung bringt, und es ist 
Ga V—-1, 

wenn w, oder uw, genommen wird. Die Grosse p bleibt willkirlich. 

Hiernach ergeben sich fiir w vier particulare Losungen, indem 
man in den Ausdriicken fiir r und s statt der bisher unbestimmten 
Grodsse wu der Reihe nach w,, >, uz, u nimmt. Jedoch ist zu be- 
merken, dass die beiden Losungen, in denen uw; und uw, vorkommen, 
hier nicht zugelassen werden kénnen, weil sonst mit unendlich 
wachsendem x auch uw selbst unendlich gross wiirde, was der Natur 
der Aufgabe widerspricht. Die beiden anderen Lésungen diirfen 
wir, nachdem jede mit einer willkiirlichen Constanten multiplicirt 
ist, addiren. Dadurch erhalten wir 


xa ma 
a pea “(1+ V=1) + (mat—Am) V1 
ma fore > 
Do e aya (GQ= Y=) (mat—Am)V—1 


“\/ma aL MO 
es ot a ={heos(met — ty ay a 


x\ /ma 
+ lsin (m at — Ay, — y=) 


oder 
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Daraus wird fir z = 0 
u = keos(mat — An) + Lsin(mat — An) 
und dies muss mit der fiir 7 = 0 gegebenen Function 
Om COS (mat — Ay) 
iibereinstimmen. Um dies zu erreichen, hat man k = e,,, 1 = 0 
zu setzen. Fir unsere Aufgabe ist demnach 


yas it 
U= Ome 4 COs mat — dy — = 
oder 

mo 


UW Oye C2 ene 2 fos (mat — dm) cos Vin 
+ sin(mat — 4) sin z\/mel. 


Vergleichen wir diesen Ausdruck fiir « mit dem friiheren, so 
zeigt sich noch, dass 


elas x\ /me 

COs “ e-¥dy =e *!* cos @\/ me 
i aes 93), Os aV 2 
moar , =. “| /ma 

evr dy = @ # . sim —\/ — 

ie, ary? a 2 


ist, ein —— das auf directem Wege sich nicht so leicht ge- 
funden hatte. 

Gehen wir zu dem allgemeinen Falle iiber, dass 

 (t) = Qo + o1 Cos(at — A) + @2c08(2at — dy) +--+, 
so haben wir in der vorigen Lésung der Reihe nach m = 1,2,8... 
zu setzen und die einzelnen Resultate zu addiren. Je lingere Zeit 
seit dem Anfangszustande (w — 0) verflossen ist, um so mehr nahert 
sich die Temperatur einem periodischen Zustande, und wenn der 
Anfangszustand in unendlich ferner Vergangenheit liegt, so ist 


Ue Oiris oe 24 COS (at wee, Aye es Ze 
AU Or 
oe VE am tera, 2/8) 
ae BE. — 
+ 00 EVE so (nat — 6 2) 8) +. 


Da 5 = o gesetzt ist, so ist die Periode = 2g. 
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Suchen wir jetzt die mittlere Temperatur fir irgend einen 


Punkt, also das Integral 
€+29 


wdt, 


dividirt durch 
t+2g 


ie dt, 
t 
d. h. durch 2g. Bei der Integration / wd¢ liefern alle die Glieder 
von uw, welche Cosinus enthalten, den Sinus des betreffenden Argu- 
ments, und da fiir Werthe von ¢, die um 2g verschieden sind, die 
Sinus einander gleich sind, so geben alle diese Glieder zu dem In- 
tegral den Beitrag 0. D. h. es wird 
t+29 

fe dt = 29, 

t 
und daher ist die mittlere Temperatur einer jeden Periode con- 
stant = gy. Dies ist aber zugleich auch die mittlere Temperatur 
der Oberfliche. 

Wir wollen jetzt noch fiir eine grosse Tiefe das Maximum und 
das Minimum der Temperatur suchen. Bei einem sehr tief gelegenen 
Punkte konnen wir uns auf die beiden ersten Glieder der Entwick- 
lung beschriinken. Die Abscisse z kommt nemlich in den negativen 
Exponenten von e vor und es werden daher, wenn x sehr gross ist, 
die Glieder der Reihe sehr rasch abnehmen. Wir betrachten also 
die Function 


U = @ + 0 #VEens(at —A— Vey 


Wenn die Constante @, positiv ist, so haben wir ein Maximum oder 
ein Minimum, je nachdem der Cosinus = + 1 oder = — 1 ist. 
Ziehen wir diese iussersten Werthe der Function von einander ab, 
so ergibt sich die Grésse der Oscillation 


a 


Dos 2.04.05) Ve 
Die Grosse der Oscillation nimmt also ab mit wachsendem 2. Sind 
#, und @, die Grdssen der Oscillation fiir zwei verschiedene Tiefen 
“, und Zp», so ergibt sich 
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Wir nehmen noch zwei andere Punkte x, und a, bei denen 
die Grdésse der Oscillation resp. 0; und @, ist. Fir 
H4 — Hz, == X%y — XH 
findet sich 
0,29; = 0): 9), 


d. h. die Oscillationen nehmen in geometrischer Progression ab, 
wenn die Tiefen in arithmetischer Progression wachsen. 
Ein Maximum findet statt, wenn 


Ch he #\/4 — Qhx 


ist, und darauf folgt ein Minimum fiir 


Xu a 
tt — i) — Vi > = (2k + 1a, 


Die Zwischenzeit von dem Maximum bis zu dem Minimum ist 
CA 
hit) == — == 9, 


wihrend die Zeit von einem Maximum zum nichsten, oder auch 
von einem Minimum zum nachsten 


ist. Wenn fir zwei Tiefen x, ee % der Untenchiads 


V3 


ist, so findet gleichzeitig in dem einen Punkte ein Maximum, in 
dem andern ein Minimum statt. 


a 


$255. 
Fortsetzung. 


Die Untersuchung des vorigen Paragraphen bezieht sich auf 
den Fall, dass die Anfangstemperatur — 0 ist. Soll dagegen fiir 
t = 0 die Temperatur w = f(w) sein, so kommt nach §. 53 noch 
ein Glied 


(@—A)? _ e+aP 


1 ‘ a 
i 7) (« 4a%t 4azt da 
saVeit 
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zu dem im vorigen Paragraphen entwickelten Ausdrucke fiir w 
hinzu. Da die Klammer stets positiv ist, so lasst sich dieses Glied 


auch schreiben 
(a — A)? _ (@+A)% 


aaVat, Rah ent 
oder nach der in §. 51 (IL) vorgenommenen Umformung 
saVi 
M . Va al ed B, 


wenn M einen Mittelwerth der Function f(a) bezeichnet. Fir 
wachsende ¢ wird dieser Beitrag immer kleiner, fiir t — o ist die 
obere Grenze der Integration = 0, also auch der Integralwerth — 0. 
Es kommt demnach die Anfangstemperatur um so weniger in Be- 
tracht, je grossere Zeit seit dem Anfangszustande verflossen ist. 
Diese Betrachtungen finden im allgemeinen auf die Erde ihre 
Anwendung, obgleich bei dieser auch noch andere Umstiinde zu 
beriicksichtigen sind. Die periodische Veranderlichkeit der Tem- 
peratur hort bei der Erde schon in sehr geringer Tiefe auf. Daher 
diirfen wir im Verhialtniss zu dieser Tiefe den Radius der Erde als 
unendlich gross ansehen. Dann ist aber die Erde ein solcher 
Kérper, wie wir ihn in den §§. 49 bis 53 vorausgesetzt haben. 


§. 56. 
Der KOorper ist von zwei parallelen Ebenen begrenzt. 


Wir gehen zu einem Kérper iiber, der von zwei parallelen 
Kbenen « =.0 und # =e begrenzt wird. Die Temperatur soll 
nur von der w-Coordinate abhiingen, also in allen Punkten einer 
zur #-Axe rechtwinkligen Ebene dieselbe sein. 

Die Aufgabe lautet jetzt: 

Die Function w so zu bestimmen, dass sie die partielle Diffe- 
rentialgleichung 


1 eA ERM Ty Oe e a 
@) ot” Om? 


erfiille und die Nebenbedingungen 
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(2) w= 9 @) Be tit —' 0, 
(3) w= ot) » &©=0, 
(4) u= v(t) iy UE ae 


Wir lésen die Aufgabe durch Decomposition, indem wir setzen 


UW = Uy + Ue + Uy. 
Uy, Uz und ws sollen der partiellen Differentialgleichung (1) geniigen. 
Die Nebenbedingungen stellen wir folgendermaassen: 


fur tO) 7 th eae 1, 0; Uz; = 0, 
» &€=0 u, = 0, UW = p(t), Us =9, 
5 Det Un = 0, Uz = 0, u; = v(t). 


Die Functionen uw, und uw, sind nicht wesentlich von einander 
verschieden. Haben wir die Function uw, gefunden, so ist darin 
nur ¢—z statt 7 und 7 (¢) statt m () zu setzen, um uw, zu erlangen. 


8. 57. 


Fortsetzung. Die Anfangstemperatur ist gegeben. 
Die Oberflachen haben die Temperatur Null. 


Aufgabe. Die Function w so zu bestimmen, dass sie der 
partiellen Differentialgleichung 


OU 02 u 
(1) PE bat 
gentige und die Bedingungen erfiille 
(2) =f (oO) fur 4 ==10; 
(3) u=0 » &=0, 
(4) Wis) Fes 


Eine particulire Losung der partiellen Differentialgleichung 

(1) ist 
Ce SI Aa, 

Dieselbe befriedigt zugleich die Bedingung (3). Damit auch 
die Gleichung (4) erfiillt werde, haben wir 4c = nz zu setzen. 
Multipliciren wir dann mit einer vorliufig noch unbestimmten Con- 
stanten k,, setzen der Reihe nach n — 1, 2, 3, ... und summiren, 
so erhalten wir die allgemeine Losung 


foe] 
a(t, . 1 
“= > knee (~) ‘sin —— Xt. 


Ww 
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Die Coefficienten miissen noch so bestimmt werden, dass die Be- 
dingung (2) erfiillt werde. Zu dem Ende entwickeln wir f(a”) nach 
§. 32 in die unendliche Reihe 


< SLi 28 
I («) = kn sin —— © 


n=1 


== A) sim — A. 
= [ fa)sin "2 aa 
0 
Wir haben also die Losung 
(1) a i=2s0 Felt Din Be [ 10yain BE a 
n=1 


Die Reihe convergirt sehr rasch, weil mit wachsendem m die 
Exponentialgrésse rasch abnimmt. Mit zunehmender Zeit wird wu 
immer kleiner und fiir ¢ = » haben wir'u = 0. Dann ist also die 


Temperatur constant und iibereinstimmend mit der Temperatur 
der Oberfliche. 


§. 58. 


Fortsetzung. Die Anfangstemperatur ist Null. 
Die Temperatur ist Null in der einen Oberflache und 
constant in der andern. 


Aufgabe. Die Function w so zu bestimmen, dass sie der 
partiellen Differentialgleichung 


Ou 02 u 
2 OG a ae 0 a? 
Geniige leiste und den Bedingungen 
(2) “u=0 fir t=—" 0; 
(3) u=0 » &= 0, 
(4) Ut)? iat a ECs 
Die Gleichungen (1), (3), (4) befriedigt die Function 
ua? o. 


. 
Soll auch die Gleichung (2) erfiillt werden, so haben wir zu diesem 


Werthe von w~ noch einen Beitrag hinzuzufiigen, der eine Losung 
Riemann. Partielle Differentialgleichungen. 10 
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der partiellen Differentialgleichung (1) ist, fir 7 = 0 und x = ¢ 
zu Null wird und fiir ¢ = 0 den Werth — r x annimmt. Dieser 
Beitrag ae sich aus dem vorigen Paragraphen, wenn wir dort 


f@m=-= te setzen. Dadurch erhalten wir 


¢ 
re nny? 

_2(@) . na nn 
BSC ia Mw fe nn Maan 
C Cet) 6 C 

n=1 0 


Es ist aber 


c 
. NI ce? G 
fasin — Adi = — — cosna = (— 1)"t? — 
G nT IC 


Dadurch geht der vorige Ausdruck iiber in. 


27 SM oe in 


und wir erhalten als Losung unserer Aufgabe 
oAg x py (— De mercy eae fe - Nn 
(1) rapa ) sin ™™ a}. 


Dass diese Function w der partiellen Differentialgleichung (1) und 

den Bedingungen (3) und (4) geniigt, erkennt man ohne weiteres. 

Fiir ¢ = 0 wird aber auch die Bedingung (2) erfullt. Denn es ist 
nach §, 23 I. 


— 1" 40 
er a ee 
= C Cc 


wie man leicht sieht, wenn man dort im statt x schreibt, Diese 


Entwicklung ist giltig fiir e->20. Wir erhalten also fiir t = 0 


u=7(Z—2) =o. 


§. 59. 


Fortsetzung. Die Anfangstemperatur ist Null. 
Die Temperatur ist Null in der einen Oberflache und 
eine gegebene Function der Zeit in der andern. 


Aufgabe. — Die Function w so zu bestimmen, dass sie der 
partiellen Differentialgleichung 
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ow Oru 

Sah SES 5 Sa 
(1) Ot "3a 
gentige und den Bedingungen 
(2) u=0 fir t = 0, 
(3) u—0 a0; 
(4) u = v(t) oc: 


Zur Losung dieser Aufgabe schlagen wir den in §. 52 betre- 
tenen Weg ein. Dort kam es darauf an, den Fall einer verinder- 
lichen Temperatur der Oberfliche « — 0 auf den Fall der con- 
stanten Temperatur zuriickzufiihren. Hier handelt es sich um 
dasselbe Problem fiir die Oberfliche «—c. Wir zerlegen also 


das Interyall von 0 bis ¢ in m gleiche Theile und setzen . Tos 


Dann stellen wir fir 
Oe th 220 


eine Function y(x,¢) her, so dass 


NG, t) =O iinet <0: 
dagegen 


eee, 2 a(— 1)” ~2(""), .. nx 
CON Sica es) sim —— 


fiir.t > 0. 


Hs ist zu bemerken, dass diese Function an der Stelle t = 0 
keinen Sprung hat, wenn c > v= 0 ist. Denn alsdann hat 
4 (x,t) fiir t = 0 den Werth 0 wie fiir negative ¢. Ist aber x = ¢, 
so macht die Function von dem Werthe 0, den sie fiir unendlich 
kleine negative ¢ noch besitzt, einen Sprung auf 1, den Werth fiir 
he 

Hiernach hat die Function 
Uu= v(mF)7z (x,t — mF) 


+ Sok — 19) lx(a,t —k—1%)—yz(@,t — kay} 


k=1 
die folgenden Eigenschaften: 

Sie geniigt der partiellen Differentialgleichung (1). Fir t= 0 
hat sie im Innern des Kérpers den Werth 0. Fir # = 0 ist sie 
ebenfalls = 0. Fir « = c &ndert sie mit der zunehmenden Zeit 
sprungweise ihren Werth. Sie hat nemlich fiir 7 = ¢ den Werth 

10* 
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p (0) fir *>tL>0 
p(B) » Ae dt = 9 
(2) a Boia 19 ‘ 


v(m —1%) , oa ae 
wy (ma) ie 


Lassen wir nun limm — o werden, so ist k®? — 4, ® = da 
zu setzen, und wir erhalten 


(I) w= oe = Be sin ™ ac} 


n=1 


co = (—1p- 1 sina f o@ee =\e— ) 2. 
0 


n=1 


CaO) 


Fir ¢ = 0 hat diese Function w den Werth 0 im Innern des 
Korpers und in der Oberfliche z= 0, den Werth (0) in der 
Oberfliche a — c. Sie ist zu jeder Zeit — 0 fiir 7 — 0, dagegen 
hat sie den Werth w(t) fiir « — ce. Fir innere Punkte geniigt sie 
der partiellen Differentialgleichung (1)... Um dies zu beweisen 
bringen wir den vorletzten Ausdruck von w in die Form 

u = v(0)x(a,0) 4G os #9) {v(ba) BAe Gies Tl »)}- 
k=1 

Indem wir lim m = o werden lassen und k® =i, 2 = da 
schreiben, ergibt sich 


(1) w= Ont) + [uc Pa De aa 


Fihrt man hier die Integration nach Theilen aus, so kommt 
man auf. den Ausdruck (I). Daher diirfen wir den einen durch ce 
andern ersetzen. Aus (II) erhalten wir aber 


Ot OR 
SAG ¥" (i) 


CPU 0? 4 (4, t) 074 (x,t — A) op(a) 
( a) » Oe. cs 0“? OA dd. 
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Aus = fallt fir ¢ > x# > 0, d.h. fiir innere Punkte, der Bei- 


trag 7 (2,0) ~' (t) heraus, denn 7(z,0) ist fiir solche Punkte = 0. 
_ Da wir nun im vorigen Paragraphen bewiesen haben, dass 


On(@t) _ g OX (at) 
ot 0 x2 
ist, so ergibt sich auch hier 
Ou a 0? w 
Ole ae, Oe 


Da wir nur das Innere ‘los K6érpers betrachten, so konnen 
wir in (I) den ersten Theil weglassen, weil darin der Factor von 
w(t) den Werth 0 hat fir ¢ > v= 0. 

Als Beispiel wollen wir den Fall behandeln, dass y(t) eine 
periodische Function der Zeit ist, also 


w(t) = cos (at — v). 


Dann erhalten wir aus (1) 


t 


‘ 2 o ’ 
= sem Watt sin a [oe na) “cos(ad — v) dd. 
0 


n=1 


Wir fiihren eine neue Variable ein, indem wir t — 4 = @ setzen. 
Fiir einen innern Punkt ist dann 


t 
2020 . nt 9 (NG 
w= —— > (— 1)" nsin"™ x fe a )* cos (ub — v—ao)de 
C 
0 
oder wenn wir den Cosinus auflosen: 


2a? 
“= Fl Det main Srostat—n f = (te )* cosmade 


+ So yrotnsn Earn» fi mete )e ’sinawodeo 


n=al 


C= 10. 


Lisst man hier ¢ ins Unendliche wachsen, verlegt also den 
Anfangszustand in eine unendlich ferne Vergangenheit von dem 
betrachteten Zeitmoment aus, so erhalten die Integrale 
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i 
(ENG ; 
fe al Ga aoe ae 


0 


t 

fee Ca) > snug de, 

0 
Werthe, die von der Zeit unabhingig sind. Diese Integrale treten 
aber als Coefficienten auf in Gliedern, welche periodische Functionen 
der Zeit sind. Also wird auch die Temperatur eines innern Punktes 
mit der zunehmenden Zeit sich einer periodischen Function der 
Zeit immer mehr annahern. 


§. 60. 


Fortsetzung. Vertauschung der Oberflachen. 
Allgemeinste Form der Aufgabe. 


Aufgabe. Die Function w so zu bestimmen, dass sie der 
partiellen Differentialgleichung 


Ou 2 u 
" Te 
geniige und den Bedingungen 
(2) u. = 0 fit 4/2"; 
(3) u= pt) »%#=—0, 
(4) a0) i 


Die Losung ergibt sich unmittelbar aus der des vorigen Para- 


graphen, indem man ¢ — z statt # und  (f) statt w(t) setzt. Wir 
erhalten fir ¢ > aw > 0: 


(I) u= 90 [—* — 2S sin 


c 
n=1 


t 


2 C2 ” 12 i 
4. oo Sn sin =< Aime “9 @ (a) da. 


n=1 0 


Addirt man die Losungen der §§. 57, 59, 60, so erhalt man 
die Function, welche den Bedingungen (1), (2), (3), (4) des §. 56 
Geniige leistet. rg: 
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8. 61. 


Die Temperatur der Kugel abhangig von der Zeit und 
vom Radiusvector. 


* Wir wollen zu einem nach allen Seiten hin begrenzten Korper 
iibergehen, zunichst zu einer Kugel, in deren Mittelpunkt wir den 
Anfangspunkt der Coordinaten legen. Dann haben wir alle drei 
Coordinaten zu beriicksichtigen und mithin lautet die partielle 
Differentialgleichung 

ou C2 u Oru 0?7u 

(1) ‘Oli (oa Oy? mm 

Zuerst soll vorausgesetzt werden, dass die Temperatur in allen 
Punkten, die vom Mittelpunkte gleich weit abstehen, dieselbe sei. 
Dann hingt w ausser von ¢ nur yon dem Radiusvector r ab, welcher 
mit x, y, in dem Zusammenhange steht 

72 — g2 + y? + 27, 
Die eee wird also die Form haben 
uw = (r,t), 

und es ist deshalb zweckmissig, die nach r genommenen Differen- 
tialquotienten statt der nach x, y, ¢ genommenen einzufiihren. 


Es ist nun 
Ou Ou Or 
Ou" Or Ou’ 
O2u  Ou/for\? , Ouer 
= lee 


Folglich haben wir 3 

eee ou 02 wu 

0 x? ay 04? 
__ Ou (/or\? OU OH ey CU ORT ORF —\. 
Or le rio.) cen T Or lox? | oy 02? 


Aus der Gleichung 7? = #? + y? + 2? ergibt sich 
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Bildet man die entsprechenden Differentialquotienten nach y und 
nach 2, so erhalt man 


or\? or\? Cg \7)\ an 
G3) +G) + G)}= 
or? or? or\? 
(Ge tego 
und ferner 


"lias + ap + aal + Ge) + Gq) + Ge) =* 


d. h. 


or or 2 
sataptomoe 


Durch Substitution dieser Werthe geht die partielle Differen- 

tialgleichung (1) tiber in 
Ou 02 u 20u 

) ein Ge 

Wir haben also eine partielle Differentialgleichung erlangt, in 
welcher die Coefficienten nicht mehr constant sind, und diese 
Gleichung scheint demnach mehr Schwierigkeiten zu machen als 
die friihere mit constanten Coefficienten. Wir konnen jedoch 
durch Einfiihrung einer neuen Variablen die Gleichung (2) auf die 
friihere Form zuriickfiihren. Wir haben nur zu beachten, dass r 


von ¢ unabhiangig, also a = 0 ist. Dann haben wir 


OLE) OU, aa ( =) 
Oi ni OT ae 


Die letzte Klammer ist aber 
OEM): 
Pe SO 


Folglich erhalten wir statt der partiellen Differentialgleichung (2) 
jetzt 


(3) Oru) - (ru) 


ot or? ? 
und diese stimmt mit der friiher behandelten in der Form voll- 
standig tiberein, nur dass r an die Stelle von x getreten ist, und 


die Function, welche der Gleichung (3) geniigt, nicht mehr wu, son- 
dern 7 w ist. 
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§. 62. 


Fortsetzung. Anfangstemperatur und Temperatur der 
Oberflache gegeben. 


Wir konnen hier im allgemeinen zwei Nebenbedingungen 
stellen, indem wir fiir einen Anfangstermin die Temperatur jedes 
Punktes im Innern der Kugel geben und fiir jeden Zeitmoment 
die Temperatur der Oberfliche. Es soll dann die Function w so 
bestimmt werden, dass sie der partiellen Differentialgleichung 


O(ru).- a3 02 (7 w) 


(1) Open: or? 
geniige und den Nebenbedingungen 

(2) i (py) furt ——.0, 
(3) u = p(t) hi Cs 


Wir wollen rw — v setzen. Dann lauten die Bedingungen, 
an welche v gekniipft ist 


Ov 0? v 
() Bt % B08” 
(2) C= n(n) fiir ¢ = 0, 
(3) v= ow (b) sii Pn 103 


Diese Aufgabe stimmt im wesentlichen iiberein mit einer 
schon friiher gelésten, Ein Umstand ist jedoch nicht ausser Acht 
zu lassen. Wir haben hier zwei Grenzwerthe, zwischen denen r 
zu nehmen ist, nemlich » —:0 und r — ¢, gerade wie wir in den 
§§. 56 bis 60 zwei Grenzwerthe von x hatten. Dort kamen aber 
zu der partiellen Differentialgleichung drei Nebenbedingungen 
hinzu, wihrend wir hier bis jetzt nur zwei haben. Es fehlt uns noch 
eine Bedingung fiir , = 0. Diese ist aber wirklich vorhanden. 
Denn es ist rw = v gesetzt, und es muss demnach 
(4) C0 fir 7 == .0 
sein. 

Die Lisung dieser Aufgabe ist in den §§. 57 und 59 bereits 
enthalten. Man braucht dort nur y statt x und rw statt w zu 
schreiben. Dann sind die Liésungen der §§. 57 und 59 durch 
Superposition zu verbinden. 
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Fiir eine Hohlkugel, die von zwei concentrischen Kugelflachen 
vom Radius ¢ und resp. e begrenzt ist (¢ > e > 0), kommen wir 
ebenfalls auf die partielle Differentialgleichung (1), wenn wir fest- 
setzen, dass die Temperatur nur von r abhiingen soll. Die Neben- 
bedingungen lauten dann 


(2) ru =r Er) fir t =,0, 
(3) ru=cyi(t) aC; 
(4) ru = eg (t) iene 


Diese Aufgabe lasst sich leicht auf die Aufgabe des §. 56 
zuriickfiihren. 


§. 63. 
Fortsetzung. Die Kugel in einem diathermanen Medium. ~ 


Wir betrachten wieder eine volle Kugel, in welcher die Tem- 
peratur nur von ¢ und r abhiangig ist. Wir setzen voraus, dass sie 
allmahlich erkalte, indem sie sich in einem leeren Raume oder in 
einem Gase befindet, an welches der Korper regelmissig eine 
Warmemenge abgeben moge, die der Temperaturdifferenz propor- 
tional sei. Dann muss man wieder eine constante Grosse kennen, 
welche den Warmeaustausch in der Zeiteinheit angibt, und welche 
abhangt von der Natur des Korpers, von der Beschaffenheit seiner 
Oberflache und von der Natur des dussern Mediums. Setzen wir 
die Warmemenge, welche aus der Einheit der Oberflaiche in der 
Zeiteinheit in das iiussere Medium iibertragen wiirde, wenn die 
Temperatur des Korpers und des Mediums um 1° sich unterschie- 
den, also die 4ussere Leitungsfahigkeit = H, so konnen 
wir hieraus die Warmemenge berechnen, welche durch die Ober- 
fliche des Korpers in das dussere Mittel tibergeht. Ein Elemen- 
tarstiick der Oberfliche sei w und die Temperatur des Korpers 
sel w, die des Mediums U, dann geht in der Zeit dt die Wairme- 
menge 

H(u — U)adt 
durch jenes Element hindurch. Die Temperatur an der Oberflache 
des Korpers ist also jetzt weder constant, noch von der Zeit allein 
abhingig, sondern mit der Temperatur des Korpers selbst veriin- 
derlich, 
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Wir haben friiher den Warmefluss im Innern des Korpers in 
der Richtung der xz-Axe betrachtet, auf die Kinheit der Zeit und 
die Kinheit der Flache bezogen, und haben gefunden, dass er 


ist. Dies lasst sich verallgemeinern, indem wir den Warmefluss 
in irgend einer Richtung nehmen. 

Der Warmefluss rechtwinklig gegen irgend ein Flachen- 
element ist die Warmemenge, welche in der Zeit dt durch dieses 
Flachenelement hindurchgeht,- dividirt durch den Inhalt des 
Fliichenelementes. und dividirt durch dt. Danach ist 


der Warmefiluss in der Richtung des Radius 7. Wir nehmen r 
kleiner als den Radius der Kugel und fragen nach der Warme- 
menge, welche in der Zeit dt durch die Kugeloberfliche vom Ra- 
dius 7 in der Richtung der wachsenden r hindurchgeht. Diese ist 
— 4r°ak ge dt. 
or 

Sie tritt in der Zeit dt aus der inneren Kugel vom Radius r in die 
Kugelschale von den Radien y und ¢. Zu gleicher Zeit tritt aber 
aus dieser Kugelschale durch die Oberfliche vom Radius ¢ die 
Wirmemenge 

40a H(u, — U)dt 
in das dussere Medium, wenn mit uw, die Temperatur in der Ent- 
fernung ¢ vom Mittelpunkte bezeichnet wird. Folglich betragt der 
Warmezuwachs, welchen die Kugelschale von den Radien ¢ und r 
in der Zeit dt erleidet 


== Amdt (kre aE He (u. — U)). 


Diese Warmemenge ist um so geringer, je kleiner wir die 
Differenz ¢ — r nehmen. Sie ist = 0, wenn ¢ — r= 0 wird. 
Denn alsdann wird der korperliche Inhalt der Kugelschale selbst 
= 0 und folglich auch die Warmemenge = 0, welche in diesen 
Korper vom Inhalte 0 eintritt. Wir diirfen zwar nicht unmittelbar 
¢ — r = 0 setzen, weil wir bei Herstellung des Ausdruckes fiir 
den Warmefluss in der Richtung r voraussetzen, dass ¢ — 7 > 0 
sei. Aber wir konnen die positive Differenz ¢ — r = 0 beliebig 
klein machen. Der vorige Ausdruck fiir den Warmezuwachs gibt 
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uns nun die Temperaturzunahme, die in der Zeit dt eintritt, indem 
wir durch den Inhalt der Kugelschale, durch die Dichtigkeit @ 
und durch die specifische Wirme C dividiren. Die Temperatur- 
zunahme ist danach 


(i v2 ar + He(u. — v)) 
ACRES) 
— (kr 2 on a He? (ue — U)) 
a NCE eo Se ae 
Der Factor von dt muss aber endlich bleiben, wie klein man auch 
6 nehme, weil w sonst unstetig wiirde. D.h. es muss der Zahler 


mit 0 unendlich klein werden und zwar in derselben Ordnung 
unendlich klein wie 6. Dieser Zihler ist 


Ou 
k ( = a ete 2a) 


Mit ihm zugleich wird auch 


net) Tey gteons 


yon derselben Ordnung unendlich klein wie 0. Schreiben wir also 


b( -) aaa: De) 10: 


so haben wir gegen die endlichen Grossen links nur eine unend- 
lich kleine Grésse von derselben Ordnung wie 6 vernachlissigt. 
Dasselbe Resultat hatten wir erlangt, wenn wir direct r = c ge- 
setzt hitten. Ueber die Zulassigkeit dieser Substitution ist viel 
gestritten worden. Unsere Darstellung beweist die Zulassigkeit 
und gibt zugleich an, in welchem Sinne die letzte Gleichung zu 
verstehen ist. 


dt 


Der Einfachheit wegen soll U = 0 gesetzt und A mit dem 


einfachen Buchstaben h bezeichnet werden. Die letzte Gleichung 
geht dadurch iiber in 


ee 


Fiihren wir noch v = rw ein, so erhalten wir 
Ov 1 is 

| s+ (h—Z)v=0 fiir r=—c 
als Bedingung fiir die Oberfliche der Kugel. 
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“§. 64. 
Fortsetzung. Losung der Aufgabe. 


Aufgabe. Die Function v so zu bestimmen, dass sie fiir 
¢ >r= 0 der partiellen Differentialgleichung geniige 


ov 0? v 
So ee Di 
(1) Cl Or 
und die Nebenbedingungen erfiille 
(2) OTE (ry Uva CeO; 
Ov iS 2 
(3) ap t+ (#—z)e=0 gf ey: 
(4) v=0 » r=0. 


Wir gehen wieder yon particuliiren Lésungen aus, nemlich 

yon den Losungen 

GS COS Ais 

CAMEL ON Me 
Der Bedingung (4) geniigt nur die letztere. Wir haben also in 
der Gleichung ; 

Wine MOSH NT 

eine particuliire Losung von (1), welche die Bedingung (4) befrie- 
digt. Soll auch die Gleichung (3) erfiillt sein, so haben wir fiir 
== 6 


Ci {2 cos Ay + (1 — :) sin Ar| a0) 


G J 
zu setzen, oder 
cA coscA + (he — 1) sn cA = 0. 
Bezeichnen wir mit 4,, 4,,... 2, ... die Wurzeln dieser trans- 
scendenten Gleichung, so ist 


V =>) bneH OP sin dar 
n=1 
die allgemeine Losung von (1), welche zugleich die Bedingungen (3) 
und (4) erfiillt. Die Coefficienten b, sind dann noch so zu bestim- 
men, dass die Gleichung (2) befriedigt werde. 
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§. 65. 


6 
Fortsetzung. Die transscendente Gleichung: 
y cosy + p sing — 0. 


Zuniichst kommt also alles auf die transscendente Gleichung 
Accoskc + (ch — 1)sinte=0 
an. Wir schreiben zur Abkiirzung 4c = gy, ch — 1 = p und 


poosp + psing = ®. 
Dann lautet die zu untersuchende Gleichung 
D0; 

Zu jeder reellen positiven Wurzel gehort eine negative von 
eleichem Zahlwerth. Wir konnen uns aber auf die Ermittlung der 
positiven Wurzeln beschrinken, da die beiden Glieder 

b, Ee Ont sin Any und bd, e—Ant sin(— dy1) 
sich in eins zusammenfassen lassen, wenn wir 
bi, — bn = by 

setzen. Daher haben.wir in dem Ausdrucke fiir » im vorigen 
Paragraphen unter 2,> 4)... die positiven Wurzeln der transscen- 
denten Gleichung zu verstehen. Die Wurzel y = 0 kann von der 
Betrachtung ausgeschlossen werden, weil dadurch 4 = 0 und also 
auch sin Ar = 0 wird. 

Bei der Discussion der transscendenten Gleichung sind drei 
Falle zu unterscheiden, je nachdem p positiv, = 0 oder negativ ist. 

Erstens. Es sei p > 0. Da wir nur positive Werthe von A 
suchen und ¢ wesentlich positiv ist, so brauchen wir nur positive 
Werthe von g zu beriicksichtigen. Soll der Gleichung 

y cosp + psing = 0 
Geniige geleistet werden, so miissen cos pm und sin m entgegen- 
gesetzte Zeichen haben. D. h. m muss im zweiten, vierten, sechsten 
Quadranten u. s. f. liegen. In jedem solchen Quadranten existirt 
aber wenigstens ein Werth von pm, welcher die Gleichung erfiillt. 
Denn es ist 


fiir @ ES (2 + 1) 5 BS (1) ps 
» G=Mt)e2 S=(—1h. (41x 


§.65. Temperatur der Kugel abhaingig von ¢ und r. 159 


Die Function ® hat also zu Anfang und zu Ende des betreffenden 

Quadranten entgegengesetzte Zeichen. Sie muss demnach, da sie 

stetig verlauft, mindestens einmal in dem Quadranten den Werth 

0 annehmen. Dass sie aber in jedem der betreffenden Quadranten 

nur einmal = 0 wird, erkennt man an ihrem Differentialquotienten 
vs = (1+ p)cosy — psing. 


Wenn nemlich g von (2” + 1) 5 bis (n + 1) stetig zunimmt, so 


indert der eben betrachtete Differential quotient sein Vorzeichen nicht. 
Dasselbe ist vielmehr in diesem ganzen Quadranten = (— 1)”+}, 
Je nachdem also m ungerade oder gerade ist, nimmt die Function 
® in dem betreffenden Quadranten fortwahrend zu oder ab. Sie 
kann deshalb in dem einen Quadranten den Werth 0 nur einmal 
annehmen. Betrachtet man @ als Abscisse, ® als Ordinate einer 
Curve (Fig. 18), so geht diese durch den Anfangspunkt der Coor- 


Fig. 18. 
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dinaten (p = 0). Sie liegt abwechselnd oberhalb und unterhalb 
der Abscissenaxe, wenn g den ersten, dritten, fiinften Quadran- 
ten u. s. f. durchliuft, und schneidet dieselbe je einmal im zweiten, 
vierten, sechsten Quadranten u. s. f. Unter dem nten Quadranten 
verstehen wir dabei das Intervall von g = (n — 1) < bis p =n 5 
Zweitens. Es sel y—0. Dann lautet die Gleichung 
g cos p = 0, 
und ihre positiven Wurzeln sind g = (2 — 1) a fiir is 18 ok 


Drittens. Es sei p< 0. Wir setzen p = — q und ver- 
stehen unter q eine positive Grosse. Der Verlauf der Function 


D = cos p(y — qty @) 

soll wieder graphisch dargestellt werden durch eine Curve, deren 
Coordinaten y und @ sind. Zunichst sieht man, dass ® nicht = 0 
werden kann, wenn tg p negativ ist, d.h. wenn m im zweiten, vier- 
ten Quadranten u. s, f. liegt. Denn es ist dann my — qitgg in dem 
ganzen Quadranten positiv. Das Vorzeichen von ® stimmt also 
itiberein mit dem Vorzeichen von cos , es ist negativ im zweiten, 
sechsten, zehnten Quadranten u. s. f., positiv im vierten, achten, 
zwolften Quadranten u. s. f. Fir den dritten, fiinften Quadran- 
ten u. s. f. hat ® zu Anfang und zu Ende Werthe mit entgegen- 
gesetzten Vorzeichen. Es ist nemlich 


fir op — nx @ = (— 1)"*n2 
7 
” p= Qn Ys So = (A) ig 


und dies gilt fiir» — 1, 2,3... Im dritten, fiinften Quadran- 
ten u. s. f. muss also die Curve mindestens einmal die Abscissenaxe 
schneiden. Im ersten Quadranten ist 6=—0 fiir p —0 und D= — g 


fiir == Ob die Curve ausserdem im ersten Quadranten die Ab- 


fos 


scissenaxe noch schneidet und ob sie in irgend einem der iibrigen 
Quadranten von ungerader Ordnung mehr als einmal durch die 
Abscissenaxe geht, bedarf der besondern Untersuchung. Dabei 
kommt der Differentialquotient 

d@ 

Te = es @ {Cl ad) 9 t9 9} 


in Betracht, und es ist zu unterscheiden, ob q=>1 oder ob g< 1 ist. 
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Fiir q = 1 wird im ersten, dritten, fiinften ... Quadranten 
die Klammergroésse (a —q—oty 9| nicht positivy. Sie ist fiir 
q>1 im den betreffenden Quadranten durchweg negativ. Fiir g—=1 
ist sie = 0 fiir den Anfang des Quadranten, iibrigens aber auch 
negatiy. Das Vorzeichen von bes und das Vorzeichen von cos p 


dg 


: .,a® 
sind also entgegengesetzt und zwar ist 


ten, neunten Quadranten u. s. f., positiv im dritten, siebenten Qua- 
dranten u.s.f. Die Curve_verliuft also im ersten Quadranten 
ganz unterhalb der Abscissenaxe, ohne sie ausser dem Punkte 
g = 0 noch weiter zu schneiden, und in den iibrigen Quadranten 
ungerader Ordnung geht sie nur einmal durch die Abscissenaxe 
hindurch (Fig. 19). Fir q >> 1 liegen die Maxima und Minima 
von ® in den Quadranten. gerader Ordnung, fiir ¢g = 1 am Ende 


dieser Quadranten. 


negativ im ersten, fiinf- 


Fig. 19. 
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Fiir q <1 ist dagegen in den Quadranten ungerader Ordnung 


(1 —q@) — 9tgg . 
anfinglich positiv, dann an einer Stelle — 0 und hierauf negativ. 
Ebenso wird es also mit dem Vorzeichen von Fo im ersten, fiinften, 
neunten Quadranten sein. wiahrend im dritten, siebenten, elften 
Quadranten u.s. f. os zuerst negativ, dann an einer Stelle = 0 
und hierauf fortwahrend positiv ist. Die Curve verliuft also im 
ersten Quadranten von der Abscissenaxe aus anfanglich oberhalb 
derselben, erreicht ein Maximum, kehrt dann um und geht ausser 
fiir ¢ = 0 noch an einer Stelle zwischen 0 und : durch die Ab- 
scissenaxe hindurch. In den iibrigen Quadranten ungerader Ord- 
nung entfernt sich die Curve anfanglich von der Abscissenaxe, 
nach Erreichung des entferntesten Punktes nahert sie sich ihr 
wieder und schneidet sie in jedem der betrefftenden Quadranten 
ein einziges Mal (Fig. 20). 


Fig. 20. 


§. 66. Fortsetzung. 163 


Fassen wir das Resultat der Untersuchung zusammen, so zeigt 
sich, dass die transscendente Gleichung 
gcoosp + psing = 0 
unendlich viele positive Wurzeln besitzt. Diese positiven Wurzeln 


sind die ungeraden Vielfachen von a wenn p — 0 ist. Sie legen 


in den Quadranten gerader Ordnung, in jedem eine, wenn p positiv 

ist. Es liegt je eine in den Quadranten ungerader Ordnung, wenn 

p negativ und sein Zahlwerth kleiner als 1 ist. Es liegt je eine in 

den Quadranten ungerader Ordnung, mit Ausnahme des ersten, 

wenn p negativ und sein Zahlwerth nicht kleiner als 1 ist. Uebri-’ 
gens sind die Wurzeln der Gleichung ziemlich leicht zu berechnen. 

Man vergleiche hieriiber Kuler, introductio in analysin infinitorum. 

Tomus II. Cap. XXII. Problema IX, wo die Aufgabe fiir p = — 1 

gelost ist. 


8. 66. 


Fortsetzung. Bestimmung der constanten Coefficienten 
der Losung’. 


Die unendlich vielen positiven Wurzeln der transscendenten 
Gleichung ; 
Accosic + (he—1)smic =0 


bezeichnen wir der Reihe nach mit 4,, 4.,... A, ... und setzen sie 
ein in die unendliche Reihe 


nm 
(1) = > by en ONE sin Ay t. 


w=1 
Dann geniigt die Function v, wie in §. 64 nachgewiesen, fir 
¢ >r = 0 der partiellen Differentialgleichung 


Ov 02” 
@) ge ori 
und ausserdem den Bedingungen 
(3) = + (b= <)0=0 Ure ——nCe 
(4) C—O) Ty = 
Soll auch die Bedingung 
(2) v= r Fr) , t=0 
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befriedigt werden, so sind die Coefficienten 6,, b2, b;, ... by... 80 
zu bestimmen, dass 


én 
7 EY) a D> bn Si dy 
n=1 
ist. Dies ist eme Entwicklung, ganz analog der Reihe von Fourier. 
Wir schlagen also zur Bestimmung der Coefficienten denselben 
Weg ein wie bei Fourier’s Reihe. Wir multipliciren beide Seiten 
der vorigen Gleichung mit sin4,,rdr und integriren zwischen den 
Grenzen 0 undc. Ist m= n, so hat man 


5 , ibe ras jhe 
si a PIE Pe ay ese Ol ae RN E08 Arata) 2 


2 
folglich 
a : Sit (Am — Ay) Sith (Am Lg) € 
SUD A AES eee ee 
ie " 2 (Am — An) 2 (Am + dn) 
pes {sin (Am — An) € — sim (Am-- An) e| 
An {sin (Am Aan) € —E st (Am + An) o| 
atk 9 (a2 ee Az) 
oder ¢ 
Bh SIM Amr SIN A,Y dy 
0 
An C08 Am 8 Ane ++ An Sin Am € COS Ay 


Az — 22 
Der Nenner ist: von 0 verschieden, weil 4,, und A, verachiedene 
positive Wurzeln der Gleichung 
Accosic + (he—1)smic=0 
sind. Wir koénnen aber nachweisen, dass der Zihler = 0 ist. Es 
ist nemlich 


Am € COS Ame == — (he—1)sinane 
und 


— (he— 1) sin anc = dy 6 C08 Ane. 
Daraus folgt durch Multiplication 
— Ay 608 Amc sin Ane +- An Sin dm e COSA, = 0. 
Demnach ist 


ce 


[sin Any sin dar dy = 0 fir m 2 n. 


0 
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Nehmen wir dagegen n — m, so erhalten wir 
1 — cosQam? 
Seoul 


__ sin 2 Si 2 Am C Cc 
i} (sin anr)2dr = = er ag 


(sim Ain 7)? — 


und daher 


Das Resultat der vorgenommenen Integration beschrinkt sich 
also auf der rechten Seite auf ein Glied. Wir erhalten 


a 24 eas As i 
is rF(r)sinhnr dr = ee Om 
6 me 


oder 


c 


Adm frFo sinh, r dr. 


Om = Qime — sin 2 An € 


Den Factor vor dem Integral kénnen wir noch etwas umformen. 
Es ist nemlich 
Accoshe + psindc = 0. 


Multipliciren wir mit 2 cos 4c, so ergibt sich 
2Accosdccoshe = — psindie. 


Andererseits erhalten wir, indem wir beide Seiten der Gleichung 


Accoskc = — psinke 
quadriren: 
(A2c2+- p?) cosdccoske = p?, 
folglich 
2rep? 
2i¢coshecosic = Pet p 


und wenn wir dies in den vorher gefundenen Ausdruck fiir — p sin 24¢ 
einsetzen: 

2hep 
22+ p? 


4d Ie Nan 
- Qhe — sim2hce ¢ A202? + he(he — 1) 


— sm2ac = 


Danach wird 


Hier konnen wir fiir 4 irgend’eine Wurzel unserer transscenden- 
ten Gleichung, also auch 4,,, einsetzen. Dadurch erhalten wir den 
Factor des Integrals in dem Ausdrucke fiir 6. Dieser Ausdruck 
lasst sich also auch schreiben 
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2) 8. Racor ee 
(Id) Om c 4,2 + he(he —1),. 


Geben wir den Coefficienten in der Reihe (I) die Werthe, welche 
in der Gleichung (II) ausgedriickt sind, so geniigt die Function v 
den siimmtlichen Bedingungen. 

Es bliebe nun, streng genommen, noch die Convergenz der 
Reihe (I) zu priifen. Diese Untersuchung ist aber sehr subtil und 
soll deshalb hier weggelassen werden. 


rE (r)sinayrdr. 


6. 67. 


Fortsetzung. Die transscendente Gleichung hat nur 
reelle Wurzeln. 


Wir haben bis jetzt nur die reellen Wurzeln der Gleichung 
Aecoske + (he—1)sinke = 0 


beriicksichtigt. Daher entsteht die Frage, ob nicht auch imaginiire 
Wurzeln vorhanden sind. Ware 


A=a+6V—1 
eine complexe Wurzel der Gleichung, so miisste auch 
Vv=—a— 6B We il 


eine Wurzel sein, und es wire dann 
sindy = R+ SV—1, 
sinw'y = R— SV—1. 
Wir haben aber schon bewiesen, dass 


c 


[sinarsinttrar —0 


0 


ist, wenn AA — A‘d’ nicht den Werth 0 hat. Es miisste also 


f@+sv—» (R—SVE dr =0 


sein, d. h. 


Cc 


[e484 ar a0; 


0) 
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was unméglich ist. Es kénnen also complexe Wurzeln nicht vor- 
handen sein. Der Beweis passt nicht mehr, wenn « = 0, d. h. 


4=BV—1 
oo BY — 1 
ist, denn in diesem Falle haben wir 42 — 4’? = 0. Nehmen wir 


aber die transscendente Gleichung in der Form 


ycosy + psing = 0 
und entwickeln den Cosinus und den Sinus in Reihen, so lautet 
die Gleichung 


0= (p+) 
as Z| GEN) 9s a as 


oe) gp + LT) 9: 


oder 
0 = hep 


Wird hier » rein imaginiir = » V — 1 gesetzt, so muss der 
Gleichung geniigen 


0= v= [he | ake es bot 


Dies ist aber unmoglich, da die Klammergrosse positiv ist. 
Die transscendente Gleichung 
Accosic + (he—1)sinie = 0 
hat also nur reelle Wurzeln. 


§. 68. 


Fortsetzung. Der Radius der Kugel ist sehr klein, 


Die Aufgabe, mit der wir uns in den vorigen Paragraphen 
beschaftigt haben, lautet so: 

Eine Kugel vom Radius c¢ befindet sich in einem diathermanen 
Mittel. Die diussere Leitungsfihigkeit ist — H und die Temperatur 
des Mittels constant — 0. Die Temperatur zur Zeit ¢ = 0 ist fiir 
jeden Punkt im Innern der Kugel gegeben. Sie ist dieselbe fiir 
alle Punkte, die vom Mittelpunkte der Kugel gleichen Abstand 
haben. Wir bezeichnen sie mit F'(r). Dann ist die Temperatur 
zur Zeit ¢ eine Function von ry und ¢, und zwar haben wir gefunden 
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2 B+ (he—1) ec @t sin ish : 
| oe, Dae ee ee rE (r) sin dar dr, 


0 
wenn man mit a), 49, ... 4»... die positiven Wurzeln der trans- 
scendenten Gleichung 
Accosic + (he—1)smmdc = 0 

bezeichnet. 

Es sollen nun die beiden Falle besonders untersucht werden, 
dass c entweder sehr klein oder sehr gross ist. 

Nehmen wir ¢ sehr klein. Die Wurzel 4,¢ liegt jedenfalls 


: r MA Mh 
zwischen (m—1)x und nz, also 4, zwischen (n — es und us 


Da nun - sehr gross ist, so sieht man, dass die Zahlen 2., 4, ... 


im Vergleich zu 4, sehr gross sind. Daher kann man e~®3¢ und 
alle folgenden Glieder gegen e—@7* vernachlissigen und erhalt 
einfach 
» SMAT ° 
Mi Di Cae eee 
Ar 
Die Temperatur zu einer und derselben Zeit ¢ andert sich also mit 
y in der Weise, dass sie proportional der Function 
sim Ayr 
Ar 


bleibt, in welcher 4,7 kleiner als x ist. Der Differentialquotient 

der Function <5 jg 288 — 5" 
s Se 

wenn s zwischen 0 und z liegt. Daraus folgt, dass zu einer und 

derselben Zeit die Temperatur mit dem wachsenden Abstande vom 

Mittelpunkt fortwahrend zu- oder abnimmt, je nachdem 0, negativ 

oder positiv ist. 

Hier ist natiirlich der Fall auszuschliessen, dass b, = 0 ist. 
Dann hitte man eine ganz dhnliche Betrachtung anzustellen iiber 
das erste Glied der Entwicklung, dessen Coefficient ) nicht = 0 
wird, 


und hat negative Werthe, 
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§. 69. 
Fortsetzung. Der Radius der Kugel ist sehr gross. 


Wir nehmen zweitens den Radius ¢ der Kugeloberflache sehr 
gross und wollen speciell voraussetzen, dass die Anfangstemperatur 
constant, F(r) = 1 sei. Dann konnen wir das Integral ausrechnen 


c 


sin An €C — An € COS An, € 
[rsindardr — i a Le 
> n 


0 
Wir erhalten also 


= 2 Ane+t(he—1)p ee 
a e =e Mt (son Ay C—A : 3 
u > Cae RCS Tye (sin Ay C— A, € COs A, €) 


sin ay’ 
r 


Darin sind Ay, As, Aq... der Reihe nach die durch ¢ dividirten 
positiven Wurzeln der transscendenten Gleichung 


g cosg + (he — 1)sngy = 0. 
In dem hier betrachteten Falle ist he — 1 sehr gross. So 
lange also @ selbst nicht sehr gross ist, wird sing nahezu = 0 
sein miissen, damit die Gleichung erfillt werde. Wir konnen dem- 


nach naherungsweise setzen 
1 
¢ 


QP —NnT, i 


Dadurch wird in dem Ausdrucke fiir w die Summe in ein bestimm- 
tes Integral tibergehen. Wir wollen bei der Umformung dieses 
Ausdruckes zugleich , = ¢ — & setzen, so dass « den Abstand 
von der Kugeloberfliiche bezeichnet. Dann ergibt sich 


Sim anr _ SiMAnCCOS Ay % — COSAnC SIN A, & 
Sanat s Ce 


Fir sin dc und cosic kénnen wir mit Hiilfe der transscendenten 
Gleichung algebraische Ausdriicke einsetzen. Es ist nemlich 


G15 — pigs!) 
V ae + (he — 1)?’ 
TE NG 


sinic= 


Vite + (he — 1)? 
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Folglich erhalten wir 


sin Any An 06084,” + (he — 1)smdyx 
Meret (e —a)V aie + (he — 1)? 
und 
An€-he 


StW dy 6 — by 6008 dy 6 == 


Vio + (he — 1)? 

wenn in den beiden Gleichungen zugleich entweder die oberen 
oder die unteren Vorzeichen genommen werden. Fiihrt man dies 
in den Ausdruck fiir w ein, so wird 


uy = Seed | {An € 608A, xa + (he — 1) sina, a} Anohe 
— e Ai(e— x) {are + he(he — 1)} 


Da ¢ sehr gross sein soll, so kénnen wir ¢ statt ¢ — x setzen und 
he statt he — 1. Beachten wir dann noch, dass 


lim (An — An—1) = “ 
ist, und dass 4 stetig variabel wird fiir limc = o, so geht w in ein 


bestimmtes Integral iiber. Wir bezeichnen das stetig variable 4 
mit e, so dass 


conn 8 
wird, und Bee aed 
2h do 
— (2 p2t 
en Ca (cos Ox — 2 ~ sin 0 “) we 


0 
oder 


oh f 3 Qh? (4, sinox deo 
I pace — a2 prt SO e8t 2 NOEs Nes 
(1) We is cos 62 Oe earlier p Oy eG 


Das erste dieser beiden Integrale aoe wir mit z bezeichnen. 
Zur Abkiirzung setzen wir a?¢ — +. Dann ist also 


ao 
Dae 
0 


und es muss bemerkt werden, dass z 


Te 
en 


= ©, 


az 
Differentiiren wir nach + und subtrahiren h?z von —., go er- 


at 
oe a Le cosaad 
at Q Q- 


halten wir 


§. 69. Der Radius der Kugel ist sehr gross. 171 


Das Integral auf der rechten Seite ist aus §. 18 Formel (35) 
zu entnehmen. Sein Werth ist 


Da die Coefficienten von - und yon z constant sind, so lasst sich 


die einfachere Differentialgleichung integriren, bei der die rechte 
Seite = 0 ist. Das Integral der vorgelegten Differentialgleichung 
findet sich dann durch Variation der Constanten. 

Wir setzen also : 

GA, I h? a 0 
Tt 
und finden, dass z,; = C’. e”** das Integral dieser Differentialglei- 
chung ist. Nehmen wir nun, um die Differentialgleichung fiir z zu 
integriren 
oS ocewt 

und betrachten v als eine noch unbekannte Function von t, so 
ergibt sich 


Folglich muss 


adv Va aernee nye 
Gepar eH Ve 
sein, d, h. - 
es LBiftaa te oe 
2 ; Vet 
und 


x A at At 
fy ee Vax ght SA — 
2 Ve 


a 


wenn @ eine noch zu bestimmende Constante bezeichnet, Diese 
ergibt sich daraus, dass 2 = 0 werden muss fiir r= ©. Damit 
dies zutreffe, ist « = o zu setzen. Wir haben also den ersten 
Theil in dem Ausdrucke (I) fiir w umgeformt 
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a bat ees ss Eyer a at 


SE oa) 
Vx Ve 
oder wenn wir unter dem Tieeeled sion t = 8s? setzen, in 
2h 2hels 292 
a fe We ia AS, 
m Va J 


T 


Wir wollen jetzt die Temperatur an der Oberflache der unend- 
lich grossen Kugel betrachten, also 7 — 0 nehmen. Dann erhalten 
wir aus (I) 


- on : do 
east oa — 2 p2t 
fut a0 unfe Oh pert a 3 


oder wenn wir in zg die Grosse 7 = 0 setzen: 


Wi - gee far ds, 
etae Gc 
Um die Verainderung untersuchen zu kénnen, welche mit der 
Zeit eintritt, wollen wir das Integral transformiren. Es ist identisch 


a 
—h2s2 —._ p— h282 laos PSS th 
e€ ==6 (— 2h?s) egy Ti. 
folglich 
Peery Tees Sian tery (ase EET 
Se OES ae Ty he 
;> e~ ht oi ds 
e—¥F ds = ——_—___— —. eae ‘ 
ie 9h? 2 hh? 52 
aVe KM aVt aVt 
Dadurch wird also 
az h2t oe 
Tir.g "0 Wes nese =f weet 
ahVxt hVad 2 
aVt 


Verlegen wir nun den Anfangszustand in eine unendlich ferne 
Vergangenheit, so wird in wV¢ der zweite Theil zu Null. 
Ks ist nemlich 
Ce é 122 4S 
2has Vi > fe Bignn 
aVt 
folglich 


1 1 
ne uVt > ahVxa (1 va 
Fiir lim t = o sind beide Grenzwerthe ein ander gleich. 
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Wir erhalten demnach 
aie —" 0) 1 
es 
lim t = & ahVxt 
Fiir zwei Zeiten ¢ und 7#’, die beide, vom Anfangstermine 
gezahlt, unendlich sind, ergibt sich also das Verhiltniss der Tempe- 
raturen der Oberflache Sub hay gued 
wiu=Vt: V#, 


d. h. die Temperatur der Oberfliche nimmt ab proportional der 
Quadratwurzel aus der wachsenden Zeit. 
Ueber das Integral 


welches in dem Ausdrucke fiir z vorkam, ist noch eine Bemerkung 
zu machen, Es lasst sich nemlich immer auf das Kramp’sche In- 


tegral zuriickfiihren. Setzen wir s +- = = gq, so erhalten wir 


n 
1 5 Tee 
Dice ee n oo 

fe 8° i—s ds = fewdg 

kk real 


und wenn wir — » statt » schreiben: 


1 ‘ eee 
See ay n UF 
die 2 (+F)as— fes dg. 
k k— — 


Multipliciren wir die erste Gleichung mit e?”, die zweite mit 
e—2", und addiren, so ergibt sich 


Beg eat 
2 foe ds 


k 
n n 
acai v 
ete etd @ em fe-#dg. 


n 
e+e i 
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§. 70. 


Die Erdtemperatur. 


Wir wollen nun allgemein die Temperatur der Erde betrachten, 
Die Erde hat zwei Warmequellen, nemlich die Warme der Sonne 
und die Wirme des Weltalls, welche ja auch ohne die Sonne durch 
die Fixsterne bedingt ist. Hiernach konnen wir die Ermittlung 
der Temperatur der Erde gleich in zwei Aufgaben zertheilen, in- 
dem wir ihre anfaingliche Temperatur als Summe von zwei Zu- 
stinden denken und darauf einmal die Sonne wirken lassen und 
das andere Mal das Weltall. Dies Princip ist von uns schon oft 
angewandt, es ist eine blosse Folge davon, dass der ganze Wirme- 
austausch nur von den Differenzen der Temperatur abhiingt. Nehmen 
wir die Temperatur des Weltalls zum Nullpunkt, so kommen wir 
fiir den zweiten Theil unserer Aufgabe auf die Untersuchung der 
§§. 64 bis 69. 

Um die Einwirkung der Sonne fiir die gesammte Erdkugel in 
einem Problem zu behandeln, wiirden wir in den vorhergehenden 
Entwicklungen noch nicht ausreichende Hiilfsmittel besitzen. Es 
miisste nemlich die Temperatur der Oberflache als Function nicht 
nur der Zeit, sondern auch von Lange und Breite angesehen wer- 
den. Ziehen wir aber ein nicht zu ausgedehntes Gebiet der Ober- 
flache allein in Betracht, so konnen wir dafiir die Temperatur vom 
Orte unabhiingig nehmen und nur als periodische Function der 
Zeit ansehen. Dieser Fall ist dann nach Anleitung der §§.53 und 54 
zu behandeln, da der Radius der Erde im Vergleich zu den uns zu- 
ginglichen Tiefen sehr gross ist, und das betrachtete Oberflichen- 
stiick als eben angesehen werden darf. 

Wenn wir also fiir alle einzelnen Punkte der Oberfliiche eine 
periodische Aenderung der Temperatur annehmen, aber mit der- 
selben Zeitperiode, wie es ja auch das Jahr ist, so wird sich auch 
hier eine periodische Aenderung im Innern nur auf eine diinne 
Schicht erstrecken. Gehen wir von der Oberfliiche ab auf jeder 
Normale ins Innere, so wird die periodische Aenderung bald ver- 
schwinden und die Warme sich nur mit der Tiefe langsam indern. 
Abgesehen von der Oberflichenschicht, ist daher der Theil der 
Warme im Innern, welcher von der Sonne herriihrt, constant. Zu 
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dieser Wirkung der Sonne miissen wir dann noch die Temperatur 
hinzufiigen, welche sich aus der Temperatur 0 des Weltalls ergibt, 
indem die Erde allmihlich erkaltet. Wir beobachten nur die 
Summe von beiden Wirkungen. Dabei zeigt sich, dass in den uns 
zuganglichen Tiefen die Temperatur bei gleichen Tiefen fast con- 
stant ist. Es lasst sich also die von der veranderten Tiefe her- 
rihrende Aenderung der Gesammtwirme in ihrer Abhangigkeit 
von der Tiefe durch Beobachtung bestimmen. In den tieferen 
Schichten riihrt aber von der Sonne eine Warme her, die mit der 
Tiefe sich so gut wie gar nicht aindert. Diese fallt also bei der 
Herstellung der Temperaturdifferenz fiir zwei verschiedene Tiefen 
heraus. Wir konnen demnach freilich nicht die Temperatur u 
selbst finden, die vom Weltraume herrihrt, wohl aber a weil in 
diesem Differentialquotienten das constante Glied der Sonne sich 
aufhebt. Haben wir auf diese Weise a zunachst nur fir die 
tieferen Schichten, als Function von « bestimmt, so nehmen wir 
das darin ausgesprochene Gesetz auch fiir die Oberflachenschicht 
als giiltig an. In der Oberfliche ist aber [nach §. 69 (I) oder auch 
§. 64 (3)| 

Owe 
ag 
Es kommt also nur noch auf den Coefficienten h an, der sich aus 
seen Bestandtheilen bestimmen lasst. Damit haben wir dann fir 
die Oberfliche die Temperatur w selbst, d.h. die Temperatur, welche 
stattfinden wiirde bei einer nur im Weltraume erkaltenden Erde, 
welche dem Einflusse der Sonne nicht ausgesetzt ist. Dann lasst 
sich auch der Werth von w nach Verlauf einer unendlich langen 
Zeit finden, und es ergibt sich hieraus das interessanteste Resultat 
von Fourier’s Theorie, Aus der Temperaturzunahme, welche in 
der Tiefe constant (etwa 1° auf 100’) ist, hat Fourier berechnet, 
dass die Temperatur, welche aus dem Weltall folgt, auf der Ober- 


fur 2-=.0 hu. 


flache der Erde jetzt héchstens no mehr betrage als in einer un- 


endlich fernen Zukunft. Die Temperatur der grosseren Tiefe selbst 
konnen wir nicht finden, weil wir nicht wissen, in welchem Grade 
der Erkaltung sich die Erde befindet. Poisson berechnete die 
innerste Temperatur einmal bei der Annahme, dass die Erde schon 
im iussersten Stadium des Erkaltungsprocesses sich befinde. Er 
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fand eine ungeheure Temperatur fiir den Mittelpunkt der Erde. 
Doch berechtigt uns nichts zu dieser Annahme, und zu der Be- 
rechnung des Erkaltungsgrades waren durch sehr lange Zeitriume 
getrennte Beobachtungen néthig. Fiir die Erdoberflache ist aber 
der Process der Erkaltung so gut wie vollendet. 

Uebrigens hat die Warmetheorie weniger physikalische Auf- 
schliisse iiber die Verbreitung der Warme gegeben, als dass sie 
fiir die Rechnung wichtige Resultate geliefert hat. 


III. Die Temperatur ist abhingig von der Zeit und 
von allen drei Coordinaten. 


&, 71. 


Die Kugel. Die partielle Differentialgleichung fur 
Kugel -Coordinaten. 


Wir gehen zu dem allgemeinen Falle tiber, dass die Tempe- 
ratur im Innern der Kugel von allen drei Coordinaten abhangt, 
dass also die partielle Differentialgleichung 


Ou 02 u 

(1) Cine ae teeta 

zu Grunde zu legen ist. Der Anfangspunkt der rechtwinkligen 
Coordinaten liege im Mittelpunkte der Kugel. Der von da aus 
nach dem Punkte (x, y, 2) gezogene Radiusvector sei r. Derselbe 
schliesse mit der positiven z-Axe den Winkel @ ein, und @ sei der 
Neigungswinkel der positiven v-Axe gegen die durch r und z gelegte 
Ebene. 

Legt man um den Anfangspunkt der rechtwinkligen Coordina- 
ten als Mittelpunkt eine Kugel vom Radius 1, so wird deren Ober- 
flache von der positiven z-Axe in einem Punkte geschnitten, den 
wir den Pol nennen wollen. Halbe grésste Kreise, die auf eben 
derselben Kugelflache vom Pol nach dem diametral gegeniiber- 
liegenden Gegenpol verlaufen, sollen Meridiane genannt werden. 
Als Anfangsmeridian nehmen wir denjenigen, welcher von der 
Axe der positiven # durchschnitten wird. Auf dieser Kugelflache 
vom Radius 1 haben @ und p eine geometrische Bedeutung. Der 
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vom Anfangspunkte der Coordinaten nach dem Punkte (z, y, 2) 
gezogene Radiusvector 7 schneidet nemlich die Kugelflache in 
einem Punkte, welcher durch seine Poldistanz und seine geo- 
graphische Linge eindeutig festgelegt wird. Unter der Pol- 
distanz des Punktes verstehen wir seinen sphiirischen Abstand vom 
» Pol. Seine geographische Linge ist der spharische Winkel, welchen 
sein Meridian mit dem Anfangsmeridian einschliesst. Man sieht 
leicht, dass hier die Poldistanz — @ und die geographische Lange 
= ist. Die Grosse @ ist veranderlich von 0 bis x, dagegen kann 
g alle Werthe von 0 bis 27 annehmen. 

Dem Punkte, dessen rechtwinklige Coordinaten (x, y, 2) sind, 
gehort je ein bestimmter Werth von 7, 6, pg an. Und umgekehrt 
erhilt man einen bestimmten Punkt im Raume, also je einen 
Werth fiir z, y, 2, wenn 7, 6, » eindeutig gegeben sind. Man kann 
also auch 1, 0, pm als Coordinaten auffassen. Man nennt sie Kugel- 
Coordinaten. Wir wollen fiir die vorliegende Aufgabe zu diesem 
System iibergehen. 

Zur Coordinaten-Transformation haben wir dann die Glei- 
chungen 

“2=rsinO cosy, 
y—rsindsing, 
2—rcos6. 

Mit Hiilfe dieser Gleichungen kénnte man nun durch blosse 
Rechnung 1, 0, p statt x, y, z als unabhangige Variable auf der 
rechten Seite der partiellen Differentialgleichung (1) einfihren. 
Wir ziehen es jedoch vor, die Differentialgleichung fiir das neue 
Coordinatensystem noch einmal direct abzuleiten. 

Der Punkt A (Fig. 21) habe die Coordinaten r, 0, p. Unend- 
lich nahe bei A liegen drei Punkte B, C, D, deren Coordinaten resp. 

_Fig. 21. 


Z 


0 


Riemann. Partielle Differentialgleichungen, 12 
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r+ dr, 0, 9 

r,6+ 44, 9 

r,0,9 +a 
sind. Die Linie AB ist eine Gerade von der Linge dr. AC ist 
der Bogen eines Kreises vom Radius ry und dem Centriwinkel d 6, 
also AC —rd6. AD liegt auf einem Kreise, dessen Radius der * 
Abstand des Punktes A von der z-Axe, d. h. = rsin@ ist. Der 
zu A D gehorige Centriwinkel ist dp, also A D = rsinOdg. Diese 
drei Linien stehen auf einander rechtwinklig. Denn AC und AD 
hegen auf einem Meridian und resp. einem Parallelkreis der um 
O als Mittelpunkt beschriebenen Kugel vom Radius ry. Sie durch- 
schneiden sich also unter rechtem Winkel, und auf beiden steht 
der Radius OA rechtwinklig, dessen Verlingerung AB ist. Wir 
koénnen demnach AB, A C, A D als die drei im Punkte A zusammen- 
stossenden Kanten eines unendlich kleinen rechtwinkligen Parallel- 
epipedon ansehen. Dieses médge im Innern des festen Korpers 
liegen, fiir welchen wir die Bewegung der Wirme untersuchen 
wollen. Wir betrachten den Warmezuwachs, welchen das Parallel- 
epipedon in dem auf die abgelaufene Zeit t folgenden Zeitdifte- 
rential dt erleidet. Der Wiirmefluss in der Richtung der wachsen- 


den r ist — k — Rechtwinklg auf dieser Richtung stehen zwei 
Seitenflaichen des Parallelepipedon, die eine vom Fliicheninhalt 


resinbdldg, 
die andere vom Inhalt 
@¢ + dr)sinbdidg. 


Durch die erste stromt in der Zeit dt die Warmemenge 
Ou : 
— Kk — 2 sin Od 6 
hk AF dtr? sinddddg 


in das Kérperelement ein, durch die andere entweicht in derselben 
Zeit die Wiirmemenge 


_ (=) dt(r + dr)sintbdédg. 
or r+dr 


Der Wiirmezuwachs, welcher davon herriihrt, ist demnach 


S Ow 
O (n a) 
~—sinbdrdédg dt. 


On) 
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Rechtwinklig gegen die Richtung der wachsenden @ liegen 
zwei Seitenflachen, die eine vom Inhalt 


rsnddrdg, 


die andere vom Inhalt 

rsin(O + d0)drdg. 
Der Warmefluss in der Richtung der wachsenden ( ist — k a 
Folglich riihrt von dem Ein- und Ausstro6men der Warme durch 
die eben betrachteten Seitenflichen ein Wirmezuwachs her, der in 
der Zeit dt betraigt t 


0 (sin 6 =a) 
honeggi drdidg dt. 
Endlich liegen rechtwinklig zu der Richtung der wachsenden 
g zwei Seitenflichen, jede vom Inhalt 


rdrdad. 
Der Wirmefluss in der Richtung der wachsenden g _ betrigt 
—k ae Die Warme, welche durch die letztgenannten 
x sin bd p 


Seitenflaichen strémt, liefert also einen Warmezuwachs, der in der 
Zeit dt sich beliuft auf 


Ou 
I (ce) 


sin Og 


drdédg dt. 
Die gesammte Wirmezunahme in der Zeit dt ist also 
Ou - , OU 
Pees S = 
kdrdodpdt- |\sin 0 At ir) pin Cy ot) fmt} ul 
d a a or 06 ' sin 0 op 


Zur Zeit t ist aber in dem Koérperelement vorhanden die Wiirme- 
menge 


Courrsinbdrdidg, 


wenn C die specifische Wirme und @ die Dichtigkeit des Kérpers 
bezeichnet. Diese Warmemenge erleidet in der Zeit dt den Zu- 
wachs 


Ce - rsinOdrdéd®g dt, 


und folglich erhalten wir die Gleichung 
12% 
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Ou 
2 
Ou a? 4 (7 =) L ’ (sin 6 a) 15.02 


@) Ot 2 or sin 400 A ein Gh gs 
in welcher zur Abkiirzung Te = a? gesetzt ist. Dieselbe Gleichung 


hitte man auf rein analytischem Wege aus (1) herleiten konnen 
durch Einfiihrung der unabhangigen Variabeln 7, 6, g. 


§. 72. 


Fortsetzung. Die Anfangstemperatur ist gegeben, 
die Temperatur der Oberflache gleich Null. 


Wir wollen den Fall behandeln, dass die Anfangstemperatur 
als Function von 7,0, p gegeben ist und die Temperatur der Kugel- 
oberflache constant — 0 sein soll. Die Aufgabe lautet dann fol- 
gendermaassen : 

Die Function w von ¢, r, 6, m so zu bestimmen,, dass sie fiir 
¢ >vr => 0 der partiellen Differentialgleichung 


ou ou 2 ie 
a au a? r) G -) 0 (sin 7) =) recy 
) ot or? or sin 000 7 sen 62 0a 
Geniige leiste, und dass sie die Nebenbedingungen erfiille 
(2) Was Op ee ar pO): 
(3) u = 0 a1 —C. 


Um zunichst die partielle Differentialgleichung zu lésen, 
schlagen wir einen Weg ein, den Euler im letzten Bande der 
Institutiones calculi integralis*) vorgeschrieben hat. Wir setzen 

att £o.6 
und bestimmen, dass V nur von ¢ und +, X nur von @ und @ ab- 


hiingig sein soll. Dann zerfallt die partielle Differentialgleichung 
(1) in die beiden einfacheren 


ox 
0 (sina 1 ex 


©) sino + Sine Oo? 


aX, 


*) Inst. calculi integr. Vol. II. Ed.2. Petropoli 1793. 4, Pars2. Caput 4. 
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: av 
cu) ay _w P(e) =) ar, 


in welchen « eine unbestimmte Constante bezeichnet. Sind V und 
X so hergestellt, dass sie fiir ein und dasselbe « diesen partiellen 
Differentialgleichungen geniigen, so ist ihr Product eine particulare 
Lésung der partiellen Differentialgleichung (1). Denn man erhilt 
die Gleichung (1), wenn man aus (1) und (II) die Constante « elimi- 
nirt und beachtet, dass X von r und ¢, V von 6 und » unabhian- 
gig ist. 

Um zu einer Losung der partiellen Differentialgleichung (1) 
zu gelangen, machen wir die Bemerkung, dass der reciproke Werth 
der Entfernung zweier Punkte (x, y, z) und (2%, 41, 2;) 

1 
V@— ay + — w+ @ — ay 
der partiellen Differentialgleichung geniigt 


(ed oT oT 
On? a Oy? sit 02 


== ()) 


Fiihren wir statt der rechtwinkligen Coordinaten Kugelcoordinaten 
r, 6, p und resp. %, 6,, p, ein, so erhalten wir 


1 
d [a ‘ 
Vr? — Qrrj cosy +r? 


wenn zur Abkiirzung geschrieben wird 


cos 6 cos 6, + sin sin 6, cos(p — g,) = cosy. 
Die partielle Differentialgleichung fiir 7 geht dann iiber in 
Ord, oT 
a Aerie Very. 
or sind od sin 0? Cg? 


Setzen wir voraus, dass r > 7, sei, so liisst sich 7’ nach negativen 
Potenzen yon r entwickeln 


1< ry \" 


Nehmen wir dagegen 7, > 7, so ergibt sich die Entwicklung 


(II) 
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In beiden Entwicklungen treten der Reihe nach dieselben 
Coefficienten Py, P,, Po, ... Pn,... auf. Es sind Functionen von 
cosy, die sich leicht ausdriicken lassen. Der niachstliegende Weg 
zur Herstellung der Ausdriicke ist der, dass man die Function T 


als Potenz mit dem Exponenten — - nach dem binomischen Lehr- 


2 
gatze entwickelt. Auf diese Weise findet sich 
big tear Neus n—1) n(n —1) i oy 
Enc ee ; {e089 Vor eae! 


a) es 

CD PrUCr malyoyeme aaa tiene 3 " 
Die Klammer schliesst mit der ersten oder mit der 0 ten Potenz 
von cosy ab, je nachdem m ungerade oder gerade ist. Es zeigt 
sich also, dass P, eine ganze Function m ten Grades von cos y ist; 
d. h. eine ganze Function nten Grades von cos 0, sin @ cosp und 
sinO sing. Fihrt man statt der Potenzen von cos @ und sin@ und 
statt der Potenzen von cos und sing die Cosinus und Sinus der 
Vielfachen von @ und resp. von @ ein, so ergibt sich leicht, dass 
sowohl von @ als von g hochstens das nmfache vorkommt. Die 
Coefficienten der Entwicklung enthalten 6, und g,. Die Function 
P,, darf man hiernach als bekannt ansehen. Sie geniigt einer 
partiellen Differentialgleichung, die sich leicht herstellen lasst. 
Man braucht nur in die Gleichung (II]) fiir 7 die unendliche Reihe 
einzufiihren und fiir sich = 0 zu setzen, was mit derselben Potenz 
von r multiplicirt ist. Dadurch ergibt sich 


OF, 
a(si a Le? B 


Pcnhoe sin@ ooh 


Von dieser partiellen Differentialgleichung ist P,, eine particulare 
Lésung. Daraus kann man die allgemeine Losung herleiten, in- 
dem man mit eimer willkiirlichen Function von @, und g,, sowie 
mit d6,dq, multiplicirt und zwischen den Grenzen 0 und 227 in 
Beziehung auf g,,0 und az in Beziehung auf 6, integrirt. Die 
willkiirliche Function wollen wir mit 


sin 0, f (01, 1) 
bezeichnen. Dann ist also 


x [ sin 0, 40, ae FOP) Pad o 
0 0 
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die allgemeine Losung der partiellen Differentialgleichung 


0 Xn 
a(sina® 00 ae 1 0X, 
sin dé | sin 02 Og? 
Jede Function, welche dieser partiellen Differentialgleichung 
Geniige leistet, wird eine Kugelfunction nten Ranges genannt. Die 
Kugelfunctionen sind in den achtziger Jahren des vorigen Jahr- 
hunderts von Legendre und Laplace eingefiihrt, und zwar bei 
der Untersuchung der Attraction im umgekehrten quadratischen 
Verhiltniss der Entfernung. Wir kénnen hier nicht weiter auf die 
Theorie dieser Functionen eingehen. Eine systematische Darstellung 
der bisherigen Untersuchungen, sowie einen Ueberblick iiber die 
Literatur des Gegenstandes geben die Monographien von Heine 
und Sidler*). 

Fiir unsere Aufgabe kommt hier eine wichtige Eigenschaft der 
Kugelfunctionen in Betracht. Bezeichnet nemlich f (4, m) eine 
Function von @ und q, die fiir jeden Werth von @ zwischen 0 und x 
und jeden Werth von zwischen 0 und 22 willkiirlich, aber iiber- 
all eindeutig und endlich, gegeben ist, so lasst sie sich immer und 
nur auf eine Weise in eine Reihe von Kugelfunctionen entwickeln: 


7 20 
t(6, p= eee fi sido; i Pirin endor 
n=0 0 | 0 


Dieser Satz ist in aller Strenge zuerst von Dirichlet bewiesen**). 
Wir machen davon Gebrauch, indem wir die in Gleichung (2) auf- 
tretende Function F’(r,@, p) in Form einer solchen Reihe Be: 


(2*) F(r,0,9) aa Ch, at CoeD f sins an. f'. Fr, p,)dq1- 


n=0 


(IV) + m(n + 1)X, = 0. 


Hiernach liegt es nun nahe, dass man in (I) und (II) X, und 
V,, statt X und V schreibt und die bis dahin unbestimmte Con- 


*) Heine, E. Handbuch der Kugelfunctionen. Berlin 1861. 8, — 
2. Aufl. Bd. 1. Berlin 1878. Bd. 2. Berlin 1881. 8. 

Sidler, G. Die Theorie der Kugelfunctionen. Programm der Berner 
Kantonschule. Bern 1861. 4. “ 

Man beachte auch: Neumann, F. Beitriige zur Theorie der Kugel- 
functionen. 1. u. 2. Abtheil. Leipzig 1878. 4. 

**) Sur les séries dont le terme général dépend de deux angles et qui servent 
4 exprimer des fonctions arbitraires entre des limites données. (Crelle, J, 
Bd 17. 8:35.) 
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stante « = — n(n + 1) setzt. Die Gleichung (1) geht dadurch 
in (IV) iiber, und die Gleichung (IJ) lautet dann 
OVn 
ol 7? —— 
rs OVe eee ( or 
(II*) ay aa “epg gn OT ae 


Fiir ~ hat man der Reihe nach 0 und alle positiven ganzen 
Zahlen zu setzen. Man erhialt demnach unendlich viele particulare 
Loésungen X,, V,, aus denen sich die allgemeine Losung der par- 
tiellen Differentialgleichung (1) zusammensetzt: 


n=0 
Die darin auftretenden constanten Coefficienten sind so zu bestim- 
men, dass die Gleichungen (2), (2*) und (3) erfiillt werden. 
Der Beweis des Satzes von Dirichlet soll hier nicht gegeben 
werden. Es ist in Betreff desselben auf die Abhandlung selbst zu 
verweisen, 


§. 73. 
Fortsetzung. Losung der Aufgabe. 


Hiernach nimmt unsere Aufgabe folgende Gestalt an: 
Die Function wu vont, 7, 6, y soll in Form einer unendlichen Reihe 


so hergestellt werden, dass fiir ¢ > r > 0 die partielle Differen- 
tialgleichung 

Ou a? a(n 2) | 
(1) at el epee ok n(n + ae 


ry? 
erfillt werde, dass ferner 
T Qa 
(o). fic + = ee Se ap sin 0,40, Ap Py. F(r,6,,9:)491 
und dass ; : 
(3) fur ge W430) 


werde. 
Wir schreiben zur Abkiirzung 
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us Q7 
9) 
. Ee’ if sin 6, 40; if P,.F(1,0, 9) 49. = Yu 


Um eine Tascus der partalien DifferenUalgleichung (1) zu 
erlangen, setzen wir 
Wy == EP Ant , 2 
und verstehen unter z eine Function, die von ¢ unabhangig ist. 
Dann erhalten wir zur Bestimmung von 2 die Differentialgleichung 


ef 4 “\ 
e (" dr : Geka 
pee n(n—- 1l)e + Aire 
Es moége nun die Entwicklung versucht werden 


a= hr" —- Gan he oe Hele) 
so geht aus der Differentialgleichung hervor, dass ’ 


DIC Sit —SSan(n + 1) 7 +R qt? — 0 


v= v=" v= 
sein muss. Zur Bestimmung von w hat man demnach die Glei- 


chung 

ee +1)—n@+1)=0, 
deren Wurzeln uw =m und w= — » — 1 sind. Hier ist nur 
der erste Werth zulassig, da ¢ nicht unendlich werden darf fiir 
ry =0. Die vorletzte Gleichung lisst sich dann auch folgender- 
maassen schreiben 


. insifon ahh) a) — tr (1 p} ytd 
td [onl + 2) (v +8) — n@ + 1] +Aa|r2=o0. 


Daraus ersieht man, dass aif = 0 sein muss und folglich auch 
Qn+-3 == Ints = °° = Unton41 = 0. Dagegen hat man : 


pee {in 4 2h) (n + 2k + )— ate »} AA gla eNO 


oder kiirzer 


== 0; 


q aes An dn +2K—2 : 
Pome rns 2h 4 1) 


= n- FAn); 
wenn wir mit f(4,,7) die Function bezeichnen 


r? 2 rt As 


fns7) = {1 — Meme) tt Gael +o. 


Folglich ist 
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Die Werthe, welche die Constante 4,, annehmen kann, ergeben 
sich aus der Bedingung (3). Soll nemlich w, = 0 sein fiir r = ¢, 


so hat man 
F (Age) ==00, 


62 a2 ct hi 
Ti Gaues) a Teck] a WORaEEE ROC 
zu setzen. Die Wurzeln dieser transscendenten Gleichung bezeich- 
nen wir mit Aji, Ano, ... Dann ist 


Un = Gm C—O? f (Amr 1) dng Ons! f (Anat) $e ++ 
eine Losung der partiellen Differentialgleichung (1), welche der 
Nebenbedingung (3) Geniige leistet. 
Diese Losung muss fiir ¢ = 0 in Y, tibergehen. Es muss also 


Die dma f (An ’) 4 Ana f (Ana r) 4. pris 
sein. Daraus bestimmen sich die Coefficienten g. Um qx zu fin- 
den, multipliciren wir auf beiden Seiten mit 1? f(4,.7)d7 und inte- 
griren zwischen den Grenzen 0 und ¢. Dann bleibt, wie gleich 
nachgewiesen werden soll, auf der rechten Seite nur ein Glied 
stehen und wir erhalten 


d. h. 
a0) 


of Yn v2 f (Amr) ar 
0 


Qnk = e 


fe {rf Gm nf’ dr 


0 


Um zu zeigen, dass bei der eben ausgefiihrten Rechnung das 
Mit dm multiplicirte Glied fiir m =] k herausfallt, d. h. dass 
frran TF (Aven r)dr == 
0 e 
ist, miissen wir auf die Differentialgleichung fiir ¢ zuriickgehen. 
Wir haben gefunden, dass 
@ == fi(au r) 


ein particulares Integral der Differentialgleichung 


dz 
a(n ) 
ae n(n + 1)2+ Anr?2 = 0 


ist, Folglich haben wir 


§. 73. Fortsetzung. Losung der Aufgabe, 187 
d G df _ 2) 
1? dif Ane”) = 0 (m + 1) fF (An rt) = ar 


Diese Gleichung multipliciren wir auf beiden Seiten mit f (Ann) dr 
und integriren zwischen 0 und ¢. Dadurch ergibt sich 


Aik CE (Ank rf (Arvin r) d ( 


0 


a(m 2 Gu) 
—= =n(n + 0) [fait = [40m mE d Ue 


Das letzte Integral rechts lisst sich durch Integration nach 
Theilen transformiren. Man erhalt 


a(n a erent) 


a : is oat pie aaa ye ee 
—s |’ (Anm) 7? eel 
Le [yon re aS 


df (nm) 9 df (Anz?) 
+f dr dr ar. 


iC 


Die vom Integralzeichen freien Glieder der rechten Seite fallen 
weg. Auf das iibrig bleibende Integral rechts wenden wir noch 
einmal dasselbe Verfahren an und erhalten 


fr o at Anm?) df (Ani) ae 
adr dr ‘ 


= [2 = pane] 


fo 289 aw, 
xa F (ham af ient)) 


es a(n dy 
— [FGn) 7 dr. 
0 


Auch hier fallen die beiden ersten Glieder der rechten Seite weg, 
und es ergibt sich 
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c 


Ane 7? f Ann V)F Anmi) dy 
/ 
d ( of ont) 


dr 


= i n(n + 1)f Ann) — Fn’) ar. 


Der Inhalt der Klammer unter dem Integral rechts kann aber 
vermoge der Differentialgleichung fiir z ersetzt werden durch 


Nga v2 f (Aum Os 
und dann geht die letzte Gleichung iiber in 


(a2, — An) if 72 f (dnc ”)f Ann) dr = 0. 
6 


Da nun A,, und a,» verschiedene Wurzeln der transscendenten 
Gleichung f(4c) = 0 sein sollen, so muss nothwendig 


jer Anet) sy Cant) oo — 0 


0 
sein, 


Anmerkung. Die ersten Untersuchungen iiber die Bewegung der 
Warme in festen Kérpern verdanken wir Fourier. Er legte zu Ende des 
Jahres 1807 der Pariser Akademie eine Abhandlung vor, welche im Auszuge 
abgedruckt ist in dem Bulletin des sciences de la société philomatique 1808, 
p. 112 ff. Hine zweite Abhandlung wurde in dem Archiv des Institut nieder- 
geleot am 28. Sept. 1811. Sie ist im 4. und 5. Bande der Mémoires de 
PAcadémie abgedruckt unter dem Titel: Théorie du mouvement de la chaleur 
dans les corps solides. Weitere Arbeiten von Fourier tiber die Theorie der 
Warme finden sich in den Annales de chimie et de physique, Tome 8 (1816), 
Tome 4 (1817), Tome 6 (1817), Tome 13 (1820), in dem Bulletin des sciences 
de la société philomatique, 1818, 1820, in der Analyse des travaux-de lAca- 
démie par M. Delambre 1820 und im 7. Bande der Mémoires de lAca- 
démie. Als selbstindiges Werk erschien 1822 seine Théorie analytique de la 
chaleur. 

Neben Fourier ist zu nennen: 

Poisson. Mémoire sur la distribution de la chaleur des corps solides. 

(Journal de V’école polytechnique. Cahier 19.) 

Addition au mémoire etc. (Daselbst.) 
Second mémoire etc. (Daselbst.) 
Théorie mathématique de la chaleur. Paris 1835. 
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Ueber die Bewegung der Wiarme in krystallinischen Korpern hat zuerst 
Duhamel geschrieben (Sur la propagation de la chaleur dans les corps so- 
lides dont la conductibilité n’est pas la méme dans tous les sens. Journal de 
Vécole polyt. Cahier 21) und nach ihm Lamé, der seine Untersuchungen 
systematisch dargestellt hat in den Legons sur la théorie analytique de la 
chaleur. Paris 1861. Ferner ist zu citiren: Minnigerode, Ueber Wirme- 
| leitung in Krystallen. Gottingen 1862. 4. 


Finfter Abschnitt. 


Schwingungen elastischer fester Korper. 


I. Schwingungen einer gespannten Saite. 


§. 74, 
Ableitung der partiellen Differentialgleichung‘en. 


Die Aufgabe der schwingenden Saiten, welche besonders im 
vorigen Jahrhundert die Mathematiker vielfach beschaftigt hat, soll 
jetzt durch Behandlung von partiellen Differentialgleichungen ge- 
lost werden. Wir haben von mechanischen Principien nur die 
Gleichung fiir die freie Bewegung eines Koérpers néthig. Eine ge- 
spannte Saite hat bei ihrer Ruhe eigentlich nicht die Form einer 
geraden Linie, weil sie schwer ist und sich in der Mitte also senken 
wird; doch weicht ihre Lage nur sehr wenig von der horizontalen 
Geraden ab, so dass wir sie wirklich als gerade ansehen konnen, 
Wird die Saite aus diesem Gleichgewichte herausgebracht, so fragt 
sich, nach welchen Gesetzen sie dann vermoge ihrer Elasticitaét in 
die Gleichgewichtslage zuriickkehrt. Nehmen wir den einen End- 
punkt O der Saite OL (Fig. 22) als Anfangspunkt der Coordinaten 
und die Linie OZ als Axe der x, die Linge OL = ¢, so ist zu be- 
stimmen, wo ein Punkt mit der urspriinglichen Abscisse x sich nach 
der Storung des Gleichgewichts zu jeder Zeit befindet, also sind 
die rechtwinkligen Coordinaten aufzustellen. Dieser Punkt sei J. 
Bei der Ablenkung von der urspriinglichen Lage werden die Coor- 
dinaten sich nur wenig vermehren, weil wir nur sogenannte kleine 
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Schwingungen fiir die Rechnung voraussetzen konnen. Dann wird 

also der Punkt M, welcher die Anfangslage (a, 0, 0) hat, sich nach 

einer Zeit ¢ in einem Orte (x + &, m, €) befinden. Zerlegen wir die 
- Fig. 22. 


vA 


| + 


0 uw L 
ganze Saite ¢ in unendlich kleine Theile, so wird, wahrend der 
Punkt M sich nach m bewegt hat, der benachbarte Punkt von M’ 
nach m' gegangen sein. Wir wollen die Lage der Linie mm’ be- 
stimmen. m hat die Coordinaten w + &, , €, und da diese Func- 
tionen yon x sind, so hat der Punkt m/, in welche Lage der Punkt 
M'(x+ dx, 0,0) gekommen ist, die Coordinaten # + §+ da dé, 
yn+dyn,&+ dé Die Linie mm’ hat also die Linge mm’ 
= Vida -+ dé)? + dy? + d&, und die Winkel zwischen mm’ 
und den Axen haben die Cosinus 


cos (mm, X) = igoties ; 
‘ V (de + dé + dy? + de 
OG orn ae dy 
cos(mm’, Y) Vado Lab tap 4 qe 
, at vy eshh i dé 
cos(mm', Z) Vinee dee aaa oe 


oder, wenn wir nach der Bezeichnung von Lagrange mm!’ 


= dxV(1+ y+ 72 + €” schreiben: 


cos (mm', X) = Va as a agra? 
cos(mm', Y) = Va Ae wt n? + Es 
cos(mm', Z) = Wares one 4? + E72 
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Dann haben wir fiir die Berechnung die Voraussetzung zu machen, 
dass der Winkel (mm’, X) sehr klein, also sein Cosinus sehr nahe 
= list. Demnach A angenihert mm/—dax (1-42), cos (mm',X)=1, 


is 
cos(mm', Y) = ee Ti cos(mm', Z) = Tee 
Die Saite habe das Gewicht p, also hat ein Stiick derselben 
von der Linge da das Gewicht 22# und die Masse w = pat. 


Wir denken uns die Saite in einzelne unendlich kleine Theile oder 
in einzelne massive Punkte zerlegt, so dass sich die Massen der 
Theilchen immer auf ihre Anfangspunkte zusammenhiufen. 

Die Saite werde urspriinglich gespannt durch die Kraft P. 
Dieser Spannung entspricht die urspriingliche Lange / eines Theil- 
chens. Es wird also bei einer Verlaingerung um /’ — / die Span- 


ip 


—l.. : ; 
nungszunahme P’ — P= q- 7 Sem, worin q emen durch 


Versuche noch niher zu bestimmenden Factor bezeichnet. Suchen 
wir so nach der Spannung des Stiickes mm’, so haben wir 
(= MM’ = dz, dagegen l’ = (1 4+ é) dz, und wir erhalten 
also P’— P= qé' oder P'= P + qé. Diese Spannung wirkt 
von m nach m’. Um die Componenten zu finden, hat.man mit den 
Cosinus der Winkel gegen die Coordinaten-Axen zu multipliciren. 
Diese Componenten sind also 
/ ! / 

X=P+qt, Y= Pea z= Ere. 

Die letzteren Werthe fiir Y und Z miissen noch reducirt werden, 
weil wir die héheren Potenzen von é', y/, €’ weglassen. Da fallt 
zunichst der Nenner weg und dann auch das zweite Glied des 
Zahlers, weil sich hieraus héhere Potenzen ergeben wiirden. Es 
bleibt also nur iibrig . 

ede Oe ey == a SZ ae, 

Suchen wir nun auch die Grdsse der Spannung,§ welche in 
dem benachbarten Element stattfindet, so haben wir nur # — dx 
fiir 2 zu setzen und erhalten danach fe den benachbarten Punkt 
a Componenten 

= P-+qé'—qé" da, Y= Pr! — Pryde, Z' = PE — PE" dz. 
ae Kraft ist der ersten Kraft, welche von m nach m’ wirkte, 
gerade entgegengesetzt, so dass durch Subtraction sich als Com- 
ponenten der wirkenden Kraft herausstellen: 
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xX — coe ca a fe al Pode, Z—F' = PS as, 


Nach der Dynamik sind diese Componenten gleich der Masse mul- 
tiplicirt mit dem zweiten Differentialquotienten der Coordinaten 


pd 


nach der Zeit, also da wir die Masse uw = ji gefunden haben: 


¢ 
o7& Se ore 
Cel ey aR 
hE i ce aie o? H 
er eae TO 
026 ep 02¢ 
Es a eg ee 


Cg 

Wenn wir hier die Coefficienten zusammenfassen durch 2°% — = p?, 
p 

geP Bd ps ta Ban eer ; 

“—— = «#, so erhalten wir als die drei Gleichungen fiir die schwin- 


genden Saiten: 


OE 4, PE 
o ap oa 
Cae Bea 
@) oe Oa?” 
Oe Ore 
@) on Bae 


also drei partielle Differentialgleichungen, welche alle drei dicselbe 
Form haben, wahrend doch die Bewegungen nach den einzelnen 
Seiten hin ganz von einander unabhingig sind. 

Hier sind &, y, € drei unbekannte Functionen, von den Varia- 
beln ¢ und x und ausserdem yon dem Anfangszustande der Saite 
abhingig. Es miissen also die Anfangscoordinaten &), 7), &) gegeben 
sein, und ausserdem konnen den einzelnen Punkten noch bestimmte 
Anfangsgeschwindigkeiten ertheilt sein, d.h. nach den drei Axen hin 


Aton : 6) 
die Geschwindigkeits-Componenten 8 a & fir ¢ = 0. Hs fragt 


sich dann, wie die Saite im Laufe der Zeit sich bewegen werde. 
In den drei Gleichungen sind die drei Variabeln &, », € sepa- 
rirt, so dass das é sich bestimnit aus der ersten Gleichung und aus 


den anfinglichen Werthen fiir und Ss und ebenso ist es mit 7 


und mit € Die erste Gleichung zeigt eine Veriinderung der 
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«-Coordinate, d. h. eine Longitudinalschwingung, wihrend die beiden 
letzten Gleichungen die Veranderungen der y- und der z-Coordi- 
naten, also die Transversalschwingungen anzeigen. Wir wollen 
zunachst nur die Transversalschwingungen nehmen, und zwar so, 
dass sich die Saite nur in der Ebene der xy bewege, wodurch so- 
wohl & als auch € wegfallt und auch keine Anfangsbestimmungen 


fiir &, €, “ - bei t = 0 nothig werden. 


8. 75. 
Transversalschwingungen. Losung von d’Alembert. 


Wir haben zunachst nur die zweite Differentialgleichung und 
dazu zwei beliebige Bestimmungen fiir 7 und a in der Anfangs- 


zeit t = 0. Dies ist wieder ganz dieselbe Aufgabe, welche wir 
friiher schon (§. 43) behandelt haben, Wir nehmen zuerst die 
ailtere Methode, wie sie von d’Alembert eigentlich herriihrt und 
von Kuler etwas modificirt ist. Nachher wollen wir die Losung 
der partiellen Differentialgleichung in der Weise vornehmen, wie 
bei der friiheren Aufgabe iiber die Wirme, und hieran eine kurze 
Geschichte des Problems anschliessen. Obgleich nemlich schon 
friiher einmal bei einem geometrischen Problem eine partielle 
Differentialgleichung vorgekommen war, so hatte sie doch keine 
besondere Aufmerksamkeit erregt. Erst die hier vorliegende Auf- 
gabe hat zu einer genaueren Untersuchung iiber die Behandlung 
der partiellen Differentialgleichungen gefiihrt. 

Wir haben hier in der Voraussetzung, dass die Saite nur trans- 
versal schwingt, und dass die Schwingungen in der x y-Ebene vor 
sich gehen, oe Bedingungen 


02H 0? n 

(1) op om 

(2) 07] = (a) fiir i; ==="), 
: ON 

(3) 51 = F@) bak 


Auf diese Form der Differentialgleichung war zuerst d’Alembert 
gekommen. Sie gehdrt zu den leichteren. Denn man sieht auf 
den ersten Blick, dass sie befriedigt wird durch irgend eine Func- 
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tion von x + at oder von x — at, also durch p(x + at) und auch 
durch ~(x — at). Denn der zweite Differentialquotient dieser 
Functionen in Beziehung auf.wx ist gleich dem in Beziehung auf 
z+at, der zweite Differentialquotient in Beziehung auf ¢ ist da- 
gegen gleich dem in Beziehung auf « + wt, multiplicirt mit «?. 
Also lassen sich die bejden Functionen durch Addition oder Sub- 
traction zusammenfiigen, und man hatte sofort 

n= p(u + at) + o(@ — at). 
Dies ist in der That auch die allgemeinste Lésung, wie Euler 
schon nachwies. Denn wenn wir z + at = uw und a — at =v 
setzen und diese Grossen in die Differentialgleichung einfithren, so 
erhalten wir 
On _Onoduw , ONndv 
Oe Bu dat Bo Ox =a 
v 


weil oe — ae = 1 ist, und also auch 
Gen, 2 20Ly on 0? 4 
fo Tee Buea’ Be 
Ebenso erhalten wir, da ae == ff. - = — « ist, 
an on, 
He Ou i 
st —+G3- £8)- (E82) 
[ae Ouz ah Ouov ove 


On Sey 
—_ 2 pear 
= a(t 2 4 ot 


Setzen wir nun diese Werthe in die gegebene partielle Differential- 
gleichung ein, so erhalten wir, da die ersten und letzten Glieder 


; Oo? n 
‘ oe =— 
sich wegheben, nur 4a OE 0, also 
CR ied 
Oudov 
aC) 
Dafir lasst sich schreiben Mt oa 0, und man erhalt sofort 


die Losung oa = y'(v), in welcher ~'(v) von w unabhingig ist. 


Durch weitere Integration ergibt sich y = i w'(v)dv + const. Die 
igss 
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Integrationsconstante ist von v unabbangig, also eine Function 


von w allein, so dass 

n= 9(u) + ¥() 
die allgemeine Lésung der partiellen Differentialgleichung ist. 
Diese stimmt mit unserer Losung 7 — g(x + at) + w(x — at) 
vollig iberein. 

Wir miissen unsere allgemeine Losung fiir 7 so modificiren, 
dass sie den beiden gegebenen Bedingungen geniige. Wir suchen 
also on = ag'(« + at) — «w' (x — at), und nach unseren Bedin- 
gungen muss dieser Werth gleich F(x) sein fiir ¢ = 0, wahrend 
der Werth von 7» dann in f(z) iibergehen muss. Daher sind » 
und w so zu bestimmen, dass 


F(z) = 9@) + ¥@) 
1 
und — F(a) = 9! (a) — ¥'(@) 
werde. 
Suchen wir nun g(x) und w(x), so haben wir aus der zweiten 


Gleichung [gFou = g(x) — w(x) und also in Verbindung 
mit f(7) = y (x) + w(x) die Werthe 


p (x) = sf) a xa f P@an, 
y(z) = Sf) = = [Pode 


Wir haben fiir das Integral noch eine Constante hinzuzufiigen, 
konnen diese aber beliebig nehmen, da sie in die Werthe von » (2) 
und (a) nur eine constante Grésse hineinbringt. Wir wollen die 
Constante so nehmen, dass das Integral fiir = 0 zu 0 wird, also 


i F(x)dz, und danach haben wir 
0 


9) =5/@) + x5 [ F@aa, 
() ae 
ve) =5F(@) — 55 [FO dx. 


Hiermit wiirde aber der Werth von y noch nicht vollkommen 
bestimmt sein, sondern nur fiir Argumente, die zwischen 0 und ¢ 
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liegen. Es miissen aber wegen der unbeschraénkt wachsenden Zeit 
die Werthe von g bekannt sein fiir alle Argumente von 0 bis 
und die Werthe von y fiir alle Argumente von ¢c bis — ©. Wir 
haben jedoch auch noch nicht. alle Bedingungen ausgedriickt, die 
unserer Betrachtung zu Grunde liegen. Denn wir setzen darin 
die beiden Endpunkte der Saite als fest voraus und haben also 
(4) 710 aster y= 0 und fir # =<. 
Aus dieser Bedingung erhalten wir die beiden Gleichungen 
p (at) + o(— at) = 0, 
und g(c+ at)+ vfe — at) = 0, 
oder wenn wir hier at — 9 setzen: 
(I) po) + o(— e) = 9, 
GAC 0) iaiP (GO) == 0. 
Mit Hiilfe dieser beiden~ nothwendigen Bedingungen und der 
beiden Gleichungen (I) sind die Functionen » und y fiir ein be- 
liebiges Argument bestimmt. Wir suchen die 
Curven, welche durch diese Functionen dar- 
gestellt werden, nehmen also als Abscisse, 
2) — y (x) als Ordinate fiir die eine, p(x) fiir die 
andere Curve. Die Gleichungen (I) geben 
den Verlauf der Curven von 0 bis ¢. Beide 
5 Curven gehen durch den Nullpunkt, weil fiir 
BSS ch x = 0 die Function f(x) = 0 und auch das 
Integral zu Null wird. Fir « = ¢ sind die 
Ordinaten der Curven entgegengesetzt gleich, 
weil f (c) = 0 und daher 


Fig. 23. 


POR og [ Pwae Ayes —5, [Fac ist. 


Soll nun die Curve  iiber ¢ hinaus nach der positiven Seite, 
die Curve ~ iiber 0 hinaus nach der negativen Seite fortgesetzt 
werden, so miissen wir auf die Gleichungen (II) Riicksicht nehmen. 
Die zweite dieser Gleichungen gibt 

@ (67.0) = = ¥(¢ — @). 
Nimmt man also c > @ > 0, so ist »(¢ — g) bekannt und daher 
gy (x) hergestellt fiir Werthe von # zwischen ¢c und 2c. Man erhiilt 
nach der letzten Gleichung die Fortsetzung der Curve » von ¢ bis 
2c, indem, man die Curve y zuerst um die Ordinate von = ¢ 
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und dann um die Abscissenaxe umkehrt (Fig. 24), Der weitere 

Verlauf der Curve ist eine periodische Wiederholung des bis- 

herigen mit der Periode 2¢. Setzen wir nemlich in der letzten der . 

94. Gleichungen (II) c+ o statt o, 
so ergibt sich 


p(s) bee gp (2¢ + 0) = — v(— @) 
ee: und also nach der ersten der 
% Gleichungen (II) 
p(2¢ + 0) = 9). 


Jetzt kommt es darauf an, auch » weiter zu fiihren und zwar 
nach der negativen Seite der Abscissen. Dazu dient die erste der 
Gleichungen (IL), nemlich 


¥(— 0) = — 9). 

Wir erhalten also die Curve ~ fiir negative Abscissen, indem 
wir die Curve g zuerst um die Ordinatenaxe und dann um die 
Abscissenaxe umkehren. Danach ist auch die Curve ~ periodisch 
mit der Periode 2c, und zwar beginnt die Periodicitét schon von 
cab. Denn es findet sich leicht aus den Gleichungen (II) 


MAIC = 80am ip (3 Carat O = =p (G0) ae), 
Nun sind aber ¢ — @ und — ¢ — 9 (Fig. 25) iiberhaupt zwei Werthe, 
Fig. 25. 


: ¥(@) ° e 

| 
welche um 2¢ yon einander verschieden sind, und yon welchen der 
eine, bei c > @ > 0, auf der positiven, der andere auf der nega- 
tiven Seite liegt. Bei beiden Curven sind also die Perioden = 2¢ 
und zwei um 2¢ verschiedene Abscissen haben gleiche Ordinaten. 
Hierdurch ist nun » vollstaindig bestimmt. Nehmen wir zu- 
nachst at gleich einem Vielfachen von 2¢, so erhalten wir 7 = 
9 (+ at) + ¥(a— at) =o (a+ n20) +-¥(0—n2.0)=9 (0) +-¥(a), 
gleich der Ordinate in der Anfangszeit. Oder auch, wenn wir den- 
selben Punkt mit der Abscisse w in den beiden Zeiten ¢ und ?¢’ 
nehmen, so haben wir-dafiir y = og (w + at) + w(a — aut) und 
yn = p(a@+ at’) +v(@— at’). Es ist also y = 7’, wenn a(t —#') 
== 2c ist. Der Anfangszustand wird also zuriickkehren nach der 
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Heit T= t= t= 28; Von der Schwingungsdauer hingt die 
Hohe des Tons ab, und wir sehen, wie dieselbe bedingt ist durch 
die Linge der Saite und durch unsern Coefficienten «, welcher 
aus den obigen Bedingungen sich ergibt. Mit dieser Theorie stimmt 
die Erfahrung vollkommen iiberein. 

Wenn wir hier nun auch die zweite Axe hinzunehmen wollten 
und also voraussetzen, dass sich die Saite beliebig im Raume in 
transversalen Schwingungen bewegen koénne, so haben wir zwei 
Differentialgleichungen, welche dieselbe Form haben, und auch den- 
selben Coefficienten «?, so dass wir die beiden Aufgaben durch 
Decomposition gesondert ldsen und hieraus die Saitenstellungen 
finden. Da die zweite Differentialgleichung denselben Coefficien- 
ten « hat, so wird auch bei dieser zweiten Transyersalschwingung 


, ; OZ, 
dieselbe Schwingungsdauer ae sich ergeben, und daher findet man 


fiir die Transyersalschwingung im Raume dieselbe Periode und 
eine Curve von derselben Art wie bei der Schwingung in der Ebene. 


§. 76. 


Fortsetzung. Besondere Voraussetzungen itber den 
Anfangszustand. 


Wir wollen noch einige besondere Betrachtungen iiber den 
Anfangszustand machen. Fiir diesen haben wir die beiden Bedin- 
gungen 7 — f(x) und a = F(a). Durch Decomposition konnen 
wir die Aufgabe in zwei getrennte zerlegen, so dass zuerst 7 = f (7) 


und = = 0 und dann y = 0 und —= F(a)-ist. 


Ks sei also zuerst F'(~) — 0. Dann haben wir (x) = Sf (o) 


und p(x”) = =) (x). Es werden also die beiden Curven gleich 


sein, und wir haben daher fiir die Functionen g und w nur den 
Verlauf einer Curve von — o bis + zu betrachten, Diese 
Curve ist unmittelbar gegeben von 0 bis ¢. Man erhalt sie von ¢ 
bis 2¢, indem man das Stiick von 0 bis ¢ zuerst um die Ordinate 
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von « = ¢, dann um die Abscissenaxe umkehrt. Der Verlauf von 
0 bis 2¢ wiederholt sich periodisch sowohl nach der positiven, als 


Fig. 26. 


nach der negativen Seite. Die Curve schneidet die Abscissenaxe 

fiir z — 0, fiir « = und fiir jedes positive und negative Vielfache 

von ce. Der Verlauf von 0 bis » stellt die Function m, der Verlauf 

von ¢ bis — » die Function ~ dar. Betrachten wir zwei Zeiten, 
(b, 


erat vi : : 
die sich um = unterscheiden, so haben wir 
2 0 


n = p(u + at) + O(a — at), 

m = p(x + at +c) + o(@ + at — ©) 

=g(e4+at+e+v(e —at- oc). 
Es nimmt aber, wenn man die Abscisse um ¢ vermehrt oder ver- 
mindert, sowohl die Curve @ als die Curve w die doppelt umge- 
kehrte Lage an. Dasselbe muss also auch 
bei y stattfinden, wenn das Argument um ¢ 
: sich indert. Nach der halben Periode ist da- 
= = her die Lage der Saite zwiefach umgekehrt, 


yon oben nach unten und von vorn nach hinten. 


Fig. 27. 


Setzen wir zweitens f (7) = 0, so wird py (4) =-+ a [Fo dix 
0 


und y(*) = — = if F’(«)dx. Dann sind also zwischen 0 und ¢ 
0 


die beiden Curven einander entgegengesetzt. Durch doppelte Um- 
kehrung des Stiicks von ~ zwischen 0 und ¢ erhalten wir den Ver- 
lauf von g zwischen c und 2¢. Derselbe hitte sich hier auch 
ergeben, wenn man das Stiick von g zwischen 0 und ¢ einfach um 
die Ordinate von x = ec umgekehrt hatte. Der weitere Verlauf 
von g ist dann periodisch mit der Periode 2¢. Man erhilt ferner 
y fiir negative Abscissen, indem man die Curve gm zuerst um die 
Ordinatenaxe und dann um die Abscissenaxe umkehrt, oder indem 
man das Stiick von ~ zwischen 0 und -c¢ einfach um die Ordinaten- 
axe umkehrt und darauf den Verlauf von ¢ bis — e periodisch 
nach der negativen Seite der Abscissen wiederholt. Betrachten 
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wir auch hier zwei Zeiten, die sich um die halbe Schwingungsdauer 
unterscheiden, so haben wir 


y = o(et at) + ve — at), 
m = p(a + at+c)+ (2 — at — 0) 
= g(a +at+e)tv(a — at + c). 


Fig. 28. 
: oe ae 
Pea a7 \ 
-¢c ry c 2¢ 


Hier nimmt aber bei der Vermehrung der Abscisse um ¢ sowohl 
die Curve als die Curve y~ die einfach (um die Parallele zur 
Fig. 29. Ordinatenaxe) umgekehrte Lage an. Dasselbe 
gilt also von 7, wenn das Argument um ¢ ver- 
mehrt wird. D.h. nach Ablauf der halben 
_ ©  Schwingungsdauer ist die Gestalt der Saite 

einfach umgekehrt von vorn nach hinten. 

Sind ts 

Losung von Daniel Bernoulli. Schwingungsknoten. 

Wir wollen jetzt das Problem nach unserer friihern Methode 


der partiellen Differentialgleichungen behandeln. Die Aufgabe ist 
ausgesprochen in den vier Gleichungen 


CPS) ON 
@) op Bx? 
(2) i= f(a) fiir t = 0, 
0 
(3) = = Fe) » t=), 
(4) y= 0 : ~ ae =O und fil = ee. 


Wir nehmen also wieder particulire Auflésungen und suchen 
durch Verallgemeinerung derselben den allgemeinen Ausdruck zu 
finden, welcher zugleich den gegebenen Bedingungen angepasst ist. 
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Wir konnen wieder die Exponentialform nehmen, nemlich e*++¢, 


und dann miisste uw? = «?42, also 4 = +6 sein. Wir haben 


«x Hid 
: : Greer TD ts BL —+t w(—— +t 
danach die beiden particuliren Losungen e C ) und e ( ra ) 


die wir mit Constanten multipliciren und dann addiren, also 
Ss =n) 
entimee + ne « is 


Werth auch gleich Null werden, und es muss deshalb — m = n 


Wenn hierin x = 0 gesetzt wird, soll dieser 


ae ee 


sein, also die particulire Lésung mestfee —e “|. Soll dieser 


Werth auch fiir x = verschwinden, so ist das bei reellen Gréssen 
nicht mdglich, Wir miissen deshalb die Exponentialgréssen in 
trigonometrische Functionen iibergehen lassen, indem wir w V—1 
statt w.setzen. Dann haben wir 


2m .V—1- ent V1 . sin m 


Damit hier der Werth verschwinde fiir « — cc, braucht nur 


Zeeae : : 
He gleich einem Vielfachen von x genommen zu werden, also 
a 

ue “ A ie tV=1 Ko 
“= wa. Indem man noch die Exponentialgrésse e*¥—1 auflost, 
a 


erhalt man die beiden particulairen Losungen 


NIU 
Ay COS 


08 
t.sin — 2, 
c 


. nro . 0 
und B,, sin t. sin — % 


in denen » eine beliebige positive ganze Zahl ist. Negative ganze 
Werthe yon m geben nichts Neues, da sie héchstens auf das Vor- 
zeichen Hinfluss tiben. Man kann also je eine particulare Losung 
mit negativem m zusammenfassen mit der entsprechenden Loésung, 
in der » positiv ist, da die Coefficienten A und B vorliufig noch 
beliebig sind. Addiren wir die beiden particularen Losungen und 
bilden eine unendliche Reihe, indem fiir » alle positiven ganzen 
Zahlen gesetzt werden, so haben wir 


= N 060 - NOW . nn 
(1) n =S(4 cos — t+ B, sin ares t | sin ae 


n=1 
Dieser Ausdruck fiir 4 muss noch den Bedingungen (2) und (3) 
geniigen. Wir erhalten durch Differentiation 
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a — omy (—»4, sin OO + nB,, cos me) sin . 


In dieser Gleichung und in (1) ist ¢ = 0 zu setzen, und es muss — 
dann zur Erfiillung der Bedingungen (2) und (3) 


co 4 
f(«) = >5 An sin a ie 
n=1 


On «aE 
F(a) = eget sin — 
sein. Entwickelt man also f(x) und F(2) nach Fourier in Reihen, 


: ; oer beg : 
die nach den Sinus der Vielfachen von aa fortschreiten, so ergeben 


sich durch Vergleichung die Coefficienten 


2 / sae eee 
See 
(ul) 
aR; 


2, | reysn tsar 


~ non 
Damit 9 fiir ¢ und t + 7 denselben Werth erhalte, muss 7' == 2 


: : 5 F 2¢ : é 
sein, und die Periode ist also 7 = Pa Aus der hier vorliegenden 


Form der Lésung ergibt sich aber auch die Moglichkeit, dass statt 
der ganzen Schwingungen nur partielle Schwingungen vorkommen, 
weil ja einzelne Glieder in regelmassiger Wiederholung ausfallen 
konnen. Fallen z. B. alle Glieder weg, bei denen nicht durch m 
theilbar ist, so ist in dem niedrigsten Gliede » — m, im zweiten 


n = 2mu.s.w., und fiir 7 haben wir die Gleichung = =n 


SI80)<2 ies Ist dies der Fall bei der Saite, so bilden sich so- 


genannte Schwingungsknoten, d. h. Punkte, in welchen die Schwin- 
gungen sich gegenseitig aufheben. Dann sind nemlich die Werthe 


psa mae 
Fig. 30. von 7 — 0, fiir welche aah ae ha und also 


he : ; 
om =e = = —, wo h die fortschreitenden ganzen 
m 


Zahlen von 0 bis m darstellt, Also wenn 
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m — 3 ist, so sind (ausser 0 und ¢) die Punkte fiir die Abscissen 
© und ee unbeweglich 
3 3 een 

Fiir die Longitudinalschwingungen wiirden wir ein ganz ahn- 
liches Resultat erlangen. 


§. 78. 
Geschichte des Problems. 


Die Geschichte dieses Problems der schwingenden Saiten*) ist 
besonders wichtig fiir die historische Entwicklung der Theorie der 
partiellen Differentialgleichungen. Der allgemeinen Losung gingen 
specielle Lisungen voraus, So hatte schon Taylor die Bemer- 
kung gemacht, dass man fiir eine gewisse anfingliche Gestalt der 
Saite die Schwingungen leicht bestimmen kénne, nemlich wo sich 
die Reihe auf ein einzelnes Glied reducirt und also z. B. alle Coeffi- 


: 2 ; : ; : NOM, . nw 
cienten bis auf A, gleich 0 werden. Dann ist 7 = A cos Zoe t sin ae x 


und der urspriingliche Werth, wenn ¢ = 0, ist 7 — A sin wae. 


Diese Curve nannte man damals eine Trochoide, welcher Ausdruck 
jetzt freilich nicht mehr gebrauchlich ist. Man kannte also die 
Lésung, wenn die anfangliche Gestalt eine Trochoide war. Dann 
behielten alle Verriickungen immer dieselben Verhiltnisse, und 
Taylor hatte eigentlich eine Particularauflésung. 

Dann kam die Aufldsung von d’Alembert, welche ungefahr 
diejenige ist, die wir zuerst entwickelt haben. Diese Auflésung 
commentirte Euler und behauptete, dass sie in grésserer Aus- 
dehnung gelte, als d’Alembert angenommen habe. Dieser hatte 
nemlich gesagt, dass in der allgemeinen Losung die beiden Func- 
tionen m und 7~ in ihrer ganzen Ausdehnung nach demselben Ge- 
setz ausgedriickt sein miissten, selbst wenn die Function iiber das 
urspriingliche Gebiet der Variabeln fortgesetzt werde. Und er 
glaubte, dass m und w in seiner Lésung fiir alle ihre Argumente 
nach demselben mathematischen Gesetz sich entwickelten. Da- 
gegen sagte Euler richtig, dass man der Differentialgleichung ge- 


*) Man vergleiche: Riemann, Ueber die Darstellbarkeit einer Function 
durch eine trigonometrische Reihe. (Abhandlungen der Kénigl. Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Géttingen. Bd. 13. — Riemann’s Werke. 8. 213 ff.) 
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niigen kénne durch irgend welche Functionen von x + at und 
x — ot, so dass diese also gar nicht durch dieselben mathematischen 
Gesetze durchweg dargestellt zu werden brauchten, sondern stellen- 
weise auch verschiedene Gesetze befolgen kénnten. Hieritber wurde 
zwischen ihnen beiden vielfach hin- und hergestritten, obgleich der 
Einwurf von Euler gar keine weitere Erwiderung zuliess. 

Fast gleichzeitig kam Daniel Bernoulli mit seiner Auflosung, 
indem er solche particulare Auflésungen nahm, wie wir sie zuletzt 
behandelt haben. Er behauptete, dass er in einer Reihe unendlich 
viele Constanten habe und also durch deren passende Bestimmung 
die Summe der Reihe einer willkiirlichen Function anpassen kénne. 
Gegen diese Behauptung erhob sich Euler und sagte, dass eine 
solche nach Sinus fortschreitende Reihe nicht einer beliebigen 
Function angepasst werden kénne, da ja die Function z. B. in einer 
Strecke eine Ellipse und dann auf einmal eine Hyperbel sein konnte. 

Um diesen Streit zu schlichten, fasste Lagrange die Sache 
von einem andern Gesichtspunkte auf, indem er einen elastischen 
Faden mit massiven Punkten ,betrachtete und die Bewegungen 
dieser einzelnen Massen zu bestimmen suchte. Dann hing das 
Problem nicht von einer partiellen Differentialgleichung ab, sondern 
von einer Reihe von gewohnlichen Differentialgleichungen, tir 
jeden der nPunkte hatte er eine besondere Differentialgleichung, 
und in jeder derselben kamen immer drei zusammenliegende 7 vor, 
nemlich ausser dem gesuchten noch die beiden y fiir die benach- 
barten Punkte. Diese Differentialgleichungen suchte er zu befrie- 
digen, so dass die Integrale den urspriinglichen Verriickungen und 
Geschwindigkeiten entsprachen. In den Integralen der n Differen- 
tialgleichungen hatte er 2 Constanten und dafiir also durch die 
urspriingliche Verriickung, und die urspriingliche Geschwindigkeit 
jedes einzelnen Punktes auch 2 gegebene Werthe. Hierbei léste 
Lagrange das Problem, durch eine endliche Sinusreihe von be- 
liebig vielen Gliedern eine Function fiir eben so viel Werthe dar- 
zustellen, wie wir es zu Anfang dieser Vorlesung gethan haben. 
Dann suchte er durch eine geometrische Construction die Gestalt 
des Polygons fiir jeden Augenblick zu bestimmen, wie es sich fiir 
die n einzelnen Punkte herausstellte. Kr fand, dass das Polygon 
zu irgend einer Zeit aus den beiden gegebenen Polygonen fiir die 
Anfangsverriickung und Anfangsgeschwindigkeit sich so darstellen 
liess, wie d’Alembert die Curven fiir seine Losung gefunden hatte. 
Zum Schluss sagte er, dies lasse sich ausdehnen auf eine unend- 
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liche Anzahl von Punkten und demnach gelte nach seinem Resul- 
tat Euler’s Ansicht tiber die Losung von d’Alembert. Er ent- 
wickelte also Ausdriicke von endlicher Gliederzahl und machte erst 
in dem abgeleiteten Gesetz den Uebergang zum Unendlichen, Hatte 
er nur in der Entwicklung und in den Formeln selbst das n = © 
gesetzt, so ware er auf die Losung von Daniel Bernoulli ge- 
kommen. Er hatte aber wie Euler die Meinung, dass man eine 
beliebige Function nicht in eine unendliche Reihe von Sinus auf- 
losen konne. Keineswegs hat er, wie Poisson und andere neuer- 
dings sagen, jede nach abwechselnden Gesetzen fortschreitende 
Curve in eine solche Reihe zu entwickeln versucht, denn sonst 
hatte er doch auch sicher den ihm bekannten Einwurf von Euler 
widerlegt, wenn auch nur in irgend einem Beispiel. 

Dieser Fortschritt wurde erst nach 40 Jahren (zuerst 1807) 
von Fourier gemacht. Dieser hatte eigentlich nur den Muth, das 
Unendliche gleich in die Entwicklung einzusetzen. Bei der neuen 
Formel verwunderte sich Lagrange und wollte sie nicht gelten 
lassen, wie in einigen Blittern in seinen Manuscripten auf der 
Pariser Bibliothek sich deutlich zeigt. Poisson citirt fiir seine 
Behauptung, dass Lagrange schon die allgemeine Entwicklung 
nach einer Reihe von Sinus gemacht habe, 5mal eine Stelle von 
ihm, welche doch in der That nur das Eigenthiimliche hat, dass 


Lagrange dabei statt des Zeichens > ein of zur Summation einer 


endlichen Anzahl von Gliedern gebraucht, wihrend er sich ausdriick- 
lich gegen den unendlichen Werth von m ausspricht. Poisson 
hat das Verdienst von Fourier nur aus Eifersucht gegen ihn in 
Abrede gestellt, obgleich dasselbe eigentlich nicht bedeutend war. 
Das Material lag schon vollstindig vor, nur war der Schritt in 
vierzig Jahren nicht versucht. 

Also hatte d’Alembert vollkommen Recht, dass man das 
Problem nur losen kénne, wenn die Curve sich auf gleiche Weise 
fortsetzte, denn dies ist eben das Wesen der Entwicklung einer 
Function in eine Sinusreihe. Sie stellt jenseits der Grenzen die 
Wiederholung der Periode dar, welche innerhalb der Grenzen liegt. 
Aber Euler und Bernoulli haben ebenfalls vollkommen Recht. 
Es kam die Meinungsverschiedenheit daher, dass man die Ent- 
wicklung von Fourier nicht kannte. Friiher bezeichnete man 
eine Curve, welche zum Theil einem Gesetze, zum Theil einem an- 
dern gehorcht, welche also immer verschiedene Arten von Curven 
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darstellt, als discontinuirlich. Mit diesem Worte bezeichnet man 
jetzt etwas ganz Anderes, und mit Recht. Denn die friihere Dis- 
continuitét lost sich nach einer allgemeineren Function in eine 
Continuitaét auf, weil eine hohere Function in verschiedenen Theilen 
verschiedene Curyen darstellen kann. Dieser Begriff von Discon- 
tinuitat kommt in alteren Schriften haufig vor. 

Dass Lagrange durchaus nicht seine Betrachtungen auf das 
Unendliche ausgedehnt, sondern nur aus dem unendlichen Polygon 
einige allgemeine Eigenschaften abgeleitet hat, zeigt sich auch aus 
seiner Behandlung des Problems des schwingenden Fadens, wo er 
denselben ebenfalls in Theile theilte und die Massen in die einzelnen 
Theilpunkte legte. Auch bei diesen Pendelschwingungen gelang 
es ihm, den Ort jedes einzelnen Punktes zu bestimmen auf dhnliche 
Weise, wie er unser jetziges Problem behandelte. Doch ging er 
nicht so weit, dass er daraus die Gesetze fiir einen continuirlichen 
Faden abgeleitet hatte, weil die Formeln fiir den discontinuirlichen 
Faden sich nicht so einfach zeigten. Man vergleiche Lagrange, 
Mécanique analytique Tome I. Partie II. Sect. VI. §. HI*) und den 
Aufsatz: Des oscillations d’un fil fixe par une de ses extrémités, 
et chargé d’un nombre quelconque de Bons **), wo man leicht den 
Ausdruck verallgemeinern kann. 


II. Allgemeine Theorie der Schwingungen elastischer 
fester Korper. 


§. 79. 


Die partiellen Differentialgleichungen fiir das Innere 
des Korpers und die Oberflachen-Bedingungen. 


Wir haben bisher die Schwingungen elastischer fester Kéorper 
betrachtet, die nur in einer Dimension eine endliche Ausdehnung 
haben. Es lige also nahe, zu solchen Koérpern iiberzugehen, deren 
Ausdehnung in zwei Dimensionen endlich, in der dritten aber un- 
endlich klein ist, zu elastischen Platten. Ueber die Schwingungen 


*) Edition 3. publiée par Bertrand, pag. 362. 
**) Miscellanea Taurinensia. Tomus III. pag. 242. 
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solcher Platten hat zuerst Sophie Germain geschrieben, und 
zwar in drei Abhandlungen, die sie in den Jahren 1811 bis 1815 
der Pariser Akademie einreichte. Diese Arbeiten sind nicht ge- 
druckt. Erst in den Jahren 1821 und 1826 hat, die Verfasserin 
ihre weiteren Untersuchungen in zwei Schriften verdffentlicht. 
Kine Wiirdigung dieser Arbeiten und die Berichtigung der Theorie 
finden wir in einem Aufsatze von Kirchhoff im 40. Bande von 
Crelle’s Journal. 

Wir wenden uns sofort zu der Betrachtung des allgemeinsten 
Falles, nemlich von Korpern, die in jeder Richtung eine endliche 
Ausdehnung besitzen. Bei der Untersuchung der Bewegung eines 
solchen Kérpers kommen zuniichst in Betracht die auf die Masse 
wirkenden ausseren Kriafte, dann die Zug- oder Druckkrafte, welche 
auf die Oberflaiche ausgeiibt werden, und endlich die durch die 
Formveranderung hervorgerufenen inneren elastischen Krifte, 
welche die Molekiile des Kérpers in die Lage zuriickzufiihren 
streben, in der sie bei der Abwesenheit aller Einwirkungen im 
Gleichgewicht sein wiirden. d 

Die Untersuchung des Bewegungszustandes lasst sich auf die 
des Gleichgewichts zuriickfiihren, indem wir das Princip d’Alem- 
bert’s anwenden. Danach halten die resultirenden’ bewegenden 
Krafte, im entgegengesetzten Sinne genommen, den wirklich ein- 
gepragten Kraften das Gleichgewicht. Es gehe nun ein Punkt des 
Korpers, der in der Ruhelage die rechtwinkligen Coordinaten z, y, z 
hatte, in Folge der auf ihn einwirkenden Krifte in eine unendlich 
wenig abweichende neue Lage iiber, die zur Zeit ¢ durch die 
Coordinaten # + u, y + v, ¢ + w bestimmt werde. Dann sind 
die resultirenden bewegenden Kriafte, welche auf die in dem Punkte 
concentrirt gedachte Masse m parallel den Coordinatenaxen wirken, 
ss m oe pee 
OR. 0? OP 
Zeichen versehen den Componenten der eingepragten Krafte hinzu- 
zufiigen. Es kommt aber auf dasselbe hinaus, wenn man die ge- 
nannten Beitrage zu den Componenten irgend einer der eingeprag- 
ten Krafte heranzieht. Sind also mX’', mY’, m Z' die Componenten 
der iusseren Kriifte, welche parallel den Coordinatenaxen auf das 
Massenelement m im Punkte (x, y, 2) wirken, so hat man statt dieser 
Componenten in Rechnung zu bringen 


resp. ™ Diese sind also mit entgegengesetztem 
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IA eet — 
m X m aE re te 
mY' —m Calig == 
or 
o2w 
f —_ ae Y 
mL mM ~e =m Z, 


und dann die Bedingungen des Gleichgewichtes aufzustellen. 

Zu dem Ende zerlegen wir den Korper in Elemente von un- 
endlich kleinen Dimensionen, und zwar durch Ebenen, die recht- 
winklig gegen die Coordinatenaxen liegen. Die Form eines solchen 
Korperelementes ist verschieden, je nachdem seine Oberfliche ganz 
im Inneren des Korpers liegt, oder ein Theil derselben in die Ober- 
flache des Korpers fallt. Im ersten Falle ist das Kérperelement 
ein rechtwinkliges Parallelepipedon. Hat der dem Anfangspunkte 
der Coordinaten zunichst -gelegene Eckpunkt die Coordinaten 
“, Y, 2, so stossen in ihm drei Kanten zusammen von der 
Lange da, dy, dz. Im andern Falle ist das Korperelement (all- 
gemein zu reden) eine dreiseitige Pyramide, deren Basis ein in 
der Oberfliche des Koérpers liegendes unendlich kleines krumm- 
liniges Dreieck ist, und deren Spitze im Innern des Korpers un- 
endlich nahe an der Oberfliche liegt. Sind a, y, z die Coordinaten 
der Spitze, so haben die drei Seitenkanten die Linge dz, dy, dz. 
Fiir jede dieser beiden Arten von Kérperelementen sind die Gleich- 
gewichtsbedingungen besonders aufzustellen. 

Betrachten wir zunachst ein Korperelement im Innern, also 
(Fig. 31) ein Parallelepipedon mit den rechtwinklig auf einander 
stehenden Kanten da, dy, dz. Der dem Coordinaten-Anfang zu- 


Fig. 31. 


x 


Riemann. Partielle Differentialgleichungen, 14 
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nichst gelegene Eckpunkt habe die Coordinaten x, y, z. Auf jede 
Seitenfliche des Parallelepipedon wirkt eine elastische Kraft, deren 
Angriffspunkt wir in der Mitte der Flache annehmen. Rechtwink- 
lig zur Axe der « liegen zwei Seitenflichen, jede vom Inhalte dy dz. 
Die eine geht durch den Punkt (, y, 2); die andere durch den 
Punkt (7 + dz, y, 2). Auf die erste dieser Seitenflachen wirkt 
eine elastische Kraft, deren Componenten parallel den Coordinaten- 
axen wir bezeichnen mit 
— X,.dydz, —Y,.dydz, — Z,.dydz. 

Dass die Kriafte dem Inhalte des Flachenelementes proportional 
genommen werden, auf welches sie wirken, bedarf keiner besondern 
Auseinandersetzung. Die Factoren, mit welchen der Inhalt des 
Flaichenelementes multiplicirt ist, sind so bezeichnet, dass der 
grosse Buchstabe die Richtung der Componente angibt, der an- 
gehingte Index die Normale der Flache, auf welche die Kraft wirkt. 

Auf die Seitenflache vom Inhalte dydz, welche rechtwinklig 
zur “-Axe durch den Punkt (x + dz, y, z) geht, wirkt eine elasti- 
sche Kraft, die sich — dem vorher Gesagten entsprechend — in die 
Componenten zerlegt 
+. XE eae : dydz, + CY cae : dydéz, + (Zihe sax : dy dé. 

Wir verlegen den Angriffspunkt dieser elastischen Krafte in 
den Mittelpunkt des Parallelepipedon. Abgesehen von den dabei 
entstehenden Kraftepaaren, die nachher besonders untersucht wer- 
den sollen, ergeben sich dann die folgenden Componenten, resp. 
parallel den Axen der x, der y, der 2 


0 Xe oY, P 
aa -dxdy dz, Fae -dadydaz, 


In derselben Weise behandeln wir die Componenten der elasti- 
schen Krafte, welche auf die beiden zur y-Axe rechtwinkligen Ober- 
flachen wirken. Es ergeben sich daraus parallel den Coordinaten- 
axen, die im Mittelpunkte des Parallelepipedon angreifenden 
Componenten 

“= -dady dz, o - dx dy dz, We - dady dz 
und daneben Paare, die nachher besonders zu betrachten sind. 

Endlich kommen die elastischen Krafte in Frage, welche auf 
die beiden zur z-Axe rechtwinkligen Oberflichen wirken. Sie setzen 
sich im Mittelpunkte des Parallelepipedon zusammen zu den den 
Coordinatenaxen resp. parallel gerichteten Componenten 


a“ 


-dadyde. 


ax 
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0X, CRY 0Z, 
aa -diady dz, ay dedyde, ov -dady dz, 


und die dabei auftretenden Paare sollen.ebenfalls nachher beriick- 
sichtigt werden. 
Die auf das Parallelepipedon wirkenden dusseren Krafte haben 
wir in die Componenten zerlegt 
oX'.dxdydz, oY'.dxrdydz, eZ'.dxdydaz, 
wenn mit @ die Dichtigkeit bezeichnet wird. Indem wir also wie 
vorher setzen 


02 u Ov 02 w 
' EGE WENT. Pabieay cis ene Diy ee CN 

x 58 ¥ aR Z ars 
ergeben sich die folgenden Bedingungen dafiir, dass der Mittel- 
punkt des betrachteten Kérperelementes im Gleichgewicht bleibe: 


z 


ON er kO Ay, Op OMe 
oa Ox a7 oy Aer Pua 
2A GM Ge aX, OY’ 

OZ, OZ, Ze Tah 
on. On a oy oi 02 aa 


Soll aber das Korperelement um seinen Mittelpunkt auch keine 
Drehung erleiden, so sind noch die Drehungsmomente der Kriifte- 
paare gleich Null zu setzen, die von der Verlegung der Angriffs- 
punkte herriihren. Dabei kommen nur die elastischen Krafte in 
Betracht, da die auf die Masse des Korperelementes wirkenden 
dusseren Krafte von vorn herein in seinem Mittelpunkte angreifen. 
Die Krifte — X, . dydz und (X,).+a2.@ydz sind nur in ihrer 
eigenen Richtung verschoben, sie liefern also kein Paar, ebenso die 
Krafte — Y,.dwdz und (Y,),+ a, .dxdz, und endlich — Z,.dxdy 
und (Z,),+a..dxvdy. Von den tibrigen zwélf Componenten riihren 
dagegen Paare her, nemlich ; 

erstens von den Kraften, welche auf die zur v-Axe rechtwinkligen 
Flachenelemente wirken: 
ein Paar mit dem Moment + Y,, dydz. da in einer Ebene 
rechtwinklig zur z- Axe, 
ein Paar mit dem Moment — Z,dy dz. da in einer Ebene 
rechtwinklig zur y-Axe; 
zweitens von den Kriften, welche auf die zur y-Axe recht- 
winkligen Flachenelemente wirken: 
14* 
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ein Paar mit dem Moment — X,dadz . dy in einer Ebene 
rechtwinklig zur z-Axe, 

ein Paar mit dem Moment +- Z,dxdz . dy in einer Ebene 
rechtwinklig zur w-Axe; 


drittens von den Kraften, welche auf die zur z-Axe rechtwink- 
ligen Flachenelemente wirken: 
ein Paar mit dem Moment + X,dzdy.dz in einer Ebene 
rechtwinklig zur y-Axe, 
ein Paar mit dem Moment — Y,dady.dz in einer Ebene 
rechtwinklig zur «- Axe. 


Das Vorzeichen der Momente ist iibereinstimmend genommen 
mit dem Sinn der Drehung, welche das betreffende Kraftepaar her- 
vorbringen wiirde. Dabei ist zu bemerken, dass wenn man sich 
der Reihe nach auf der positiven Seite der Coordinatenaxen auf- 
stellt, eine positive Drehung auf dem kiirzesten Wege aus dex 
Richtung der positiven x in die Richtung der positiven y, aus der 
Richtung der positiven y in die Richtung der positiven z, aus de 
Richtung der positiven z in die Richtung der positiven «x fiihrt. 

Nimmt man die Paare zusammen, die in derselben Ebene liegen 
und driickt die Bedingungen des Gleichgewichts gegen Drehung 
aus, so findet sich 


Xy = Ys; 
(2) Y,= %y, 
Li Xi 


Nachdem wir in den Gleichungen (1) und (2) die Bedingungen 
fiir das Gleichgewicht eines Korperelementes im Innern des elasti- 
schen Korpers gefunden haben, betrachten wir ein Element an det 
Oberflache, also eine dreiseitige Pyramide, deren Spitze in dem un- 
endlich nahe an der Oberflache gelegenen inneren Punkte (a, y, 2) 
sich befindet, deren Seitenkanten dx, dy, dz sind und deren Basis 
vom Flacheninhalt do in der Oberflache des Korpers liegt. Die aut 
dem Oberflachenelemente do von aussen nach innen errichtete 
Normale schliesse mit den positiven Coordinatenaxen Winkel ein. 
deren Cosinus resp. a, 6, y sein mogen. Durch do und diese dre: 
Cosinus lisst sich der Inhalt der drei Seitenflichen der Pyramide 
ausdriicken. Es ist nemlich — do. o der Inhalt der Seitenflaiche 
die rechtwinklig zur w- Axe liegt, — do. B der Inhalt der Seiten- 
flache rechtwinklig zur y-Axe, — do. y der Inhalt der Seitenfliiche 
rechtwinklig zur g-Axe. Zerlegt man die auf die Seitenflicher 
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wirkenden elastischen Krafte in die den Coordinatenaxen parallel 
gerichteten Componenten, so findet sich als Gesammtcomponente 
parallel der z-Axe 
+adoX, + Bdex, + ydoX,, 
parallel der y-Axe 


+adoY, + pdoY, + ydeY,, 
parallel der z-Axe 
+ad6Z, + BdcéZ, + ydeZ,. 
Auf das Oberflichenelement do sollen Zug- oder Druckkriifte 

wirken, deren Componenten parallel den Axen resp. 

do. 4, do. H, aG...Z, 
sein mégen. Diese sowohl als auch die vorher betrachteten Com- 
ponenten der auf die Seitenflichen wirkenden elastischen Krifte 
sind von derselben Ordnung wie do. Gegen do ist aber das Massen- 
element der Pyramide unendlich klein, und daher koénnen die Com- 
ponenten der ausseren auf die Masse wirkenden Krafte, welche von 
der Ordnung dieser Masse sind, hier vernachlassigt werden. Wir 
erhalten demnach, bei Unterdriickung des gemeinschaftlichen Fac- 
tors do, die folgenden Bedingungen fiir das Gleichgewicht des 
Korperelementes an der Oberfliche 


| er 
(3) H-+a¥,+ p¥y+7Y¥,=0, 
a peu ne oe 


§. 80- 


Die elastischen Krafte. 

Es kommt nun vor allen Dingen darauf an, die elastischen 
Krifte selbst zu untersuchen. Fine elastische Wechselwirkung 
findet nur zwischen unendlich nahe gelegenen Molekiilen statt. Und 
wir beschranken die Untersuchung auf den Fall, dass die Aenderung 
der Entfernung, welche zwei solche Molekiile in Folge ihrer 
elastischen Wechselwirkung erleiden, unendlich klein ist im Ver- 
gleich zu ihrer urspriinglichen Entfernung. 

Wir legen durch das Innere des Kérpers irgend eine Fliche 
und wollen die elastischen Krafte betrachten, welche auf ein Ele- 
ment do dieser Flache wirken. Zu dem Ende nehmen wir zwei 
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unendlich nahe gelegene Molekile Mund M/, auf entgegengesetzten 
Seiten von do. Das Molekiil M befinde sich urspriinglich im Punkte 
(x, y, 2), Mf, im Punkte (x, y, 2,), und es 
sim =L+ Gy" =ytha=ez+h, 
so dass g,h,k der Voraussetzung gemiss un- 
endlich kleine Gréssen bezeichnen. In Folge 
der einwirkenden Krafte geht M in die neue 
Lage (x + u, y+, z+ w), M, in die neue 
Lage (4 + %, 4: + “1, 4 + w,) iiber, und 
es sind w, v, W, %, %, W, unendlich klein. 
Dann sieht man leicht, dass die Differenzen u, — u, v, — v, wy — WwW 
unendlich klein in zweiter Ordnung sind. Man erhalt nemlich 
Uy, Vj, Wy aus U, v, w, iIndem man Z, y, Z in x, y,, 4 tibergehen 
lasst. Also ist nach Taylor’s Lehrsatze 


Fig. 32. 


Ou Ou Ou 
Pe Sed Repeat origi fear: 
Ov Ov Ov 
CO ere aca oy. ay ie 


Wy — wag Fe Ae ee 

Die Glieder auf der rechten Seite sind unendlich klein in 
zweiter Ordnung. Alle weiteren Glieder der Entwicklung sind in 
Producte der Gréssen g, h, k multiplicirt und verschwinden also 
gegen die ersten Glieder, die g, h, k linear enthalten. 

Die Wirkung, welche J, und WV auf einander ausiiben, denken 
wir uns- parallel den Coordinatenaxen zerlegt und betrachten zu- 
nachst die Componente parallel der z-Axe. Diese ist eine Func- 
tion yon u, Vv, W, UW, V1, W,;, und zwar eine linedre Function, weil 
alle nichtlineiren Glieder gegen die lineiiren unendlich klein sind 
und daher vernachliassigt werden kénnen. Also ist die Componente 
parallel der w-Axe eine linedire Function von wu, v, w und von den 
nach , y, 2 genommenen ersten Derivirten dieser drei Grossen. 
Summirt man iiber alle M, die auf der einen, iiber alle M,, die 
auf der andern Seite von do in unendlich kleiner Entfernung liegen, 
so erhalt man die Componente der elastischen Kraft, welche parallel 
der z-Axe auf das Flachenelement do wirkt, und diese Componente 
ist ebenfalls eine lineire Function von w,v, w und den ersten 
Derivirten dieser Gréssen. Nehmen wir do rechtwinklig zur w-Axe, 
so ergibt sich hiernach 
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X, = Aono + Ay elie ()) + Cow 


Ow Ow 
+ At 4 Be ere 

Ow Cv os 
| | | 


OU is w 
pie baie 7 a5 ye zZ oF oe Oa 
Dieser Ausdruck vereinfacht sich aber noch. Zunichst ist 
klar, dass X, — 0 sein muss, wenn gar keine Verschiebung der 
Molekiile stattgefunden hat, wenn also uw = v = w = O ist. Daraus 
geht hervor, dass Ay) —= 0 sein-muss. Nehmen wir ferner wu con- 
stant, v = 0, w = 0, so wird jedes Molekiil um eine und dieselbe 
Strecke parallel der z-Axe verschoben. Die gegenseitige Lage der 
Molekiile Sndert sich dabei- durchaus nicht, es kann also auch 
keine elastische Kraft auftreten. D.h. es muss Ay = 0 sein. In 
derselben Weise findet man By) = 0, G = 0. 
Es konnen aber auch keine ela- 
Big. 33. stischen Krafte auftreten, wenn man, 
ohne die gegenseitige Lage der Mo- 
lekiile zu Aandern, den ganzen Korper 
unendlich wenig um eine feste Axe 
dreht. Dabei beschreibt jedes Mole- 
kul einen Kreisbogen, der dem Ab- 
stande von der Drehungsaxe pro- 
portional ist. Drehen wir also um 
die Axe der z und zwar um einen 
unendlich kleinen Winkel in posi- 
tiver Richtung, so ist 


uU=— yo CM Cte co Osi 
Seeker Oe TK. Oe 
‘aks OM ise Olas: CUR 
v=-+ 20, Sana ky hae pase! 
Was 
Folglich erhalt man X,, Se 7+ B5o = —Doa+t Bo. Da 


aber in diesem Falle X,, — . es muss, so findet sich D = B. 
Hatte man eine unendlich kleine Dashung um die y-Axe oder um 
die z-Axe vorgenommen, so wiirde sich daraus ergeben G = C 
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und resp. H= F’ Folglich ist X, eine homogene lineare Function 
der sechs Grossen 


Dasselbe gilt, wie man leicht sieht, von allen tibrigen Compo- 
nenten der elastischen Krafte. 


&. 81. 


Hilfssatze aus der Mechanik. Das Potential. 


Fiir die weitere Untersuchung ist es wiinschenswerth, einige 
Hiilfssatze aus der Mechanik ins Gedachtniss zu rufen. Bewegt 
sich ein materieller Punkt, von einer Kraft P getrieben, in der 
Richtung dieser Kraft um die Strecke ds, so nennt man bekannt- 
lich das Product P.ds die verrichtete mechanische Arbeit. Schliesst 
dagegen der durchlaufene Weg ds mit der Richtung der Kraft P 
den Winkel @ ein, so ist die Arbeit P. cosg.ds. Der materielle 
Punkt habe die Coordinaten x, y, z. Die Componenten der Kraft 
parallel den Coordinatenaxen seien resp. X, Y, Z Von diesen 
Componenten getrieben durchlaufe der Punkt einen Weg ds, dessen 
Projectionen auf den Axen dx, dy, dz sein mégen. Dann ist die 
geleistete Arbeit Xda + Ydy-+ Zdz. 

Wir betrachten zwei Punkte m und m,, deren Coordinaten 
x, y, 2 und resp. 7, yy, 2, seien, und bezeichnen ihre Entfernung 
mit r. Zwischen diesen beiden Punkten finde in der Richtung 
ihrer Verbindungslinie eine Abstossung f(r) statt, die nur von der 
Entfernung r abhingig ist. In Folge dieser abstossenden Kraft 
moge gleichzeitig m in die neue Lage (x + da, y + dy, ¢ + 02) 
und m, in die neue Lage (x, +.02,, y, + Oy, 2 + 62,) gelan- 
gen. Wir bezeichnen mit dr den auf m,m projicirten Weg des 
Punktes m, mit 0,7 den auf mm, projicirten Weg des Punktes m,, 
so dass also 
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or or or 
0 a aae ay + 5, o4 
r On 0 


ist. Die geleistete Arbeit ist danach 
=fi(r)(Or+ dr) =f(rdr. 
Eine Anziehung g(r) kann als negative Abstossung angesehen 
werden. Man hat also in dem Falle der Anziehung f(r) = — 9 (r) 
_ mu setzen. Der Ausdruck fiir die 
Arbeit ist dann wieder f(r) dr. 
mfr - Wir bilden das Integral 


FG) = i fr) dr 4 const 


und bestimmen die Integrations- 

constante so, dass F’(7) = 0 wird, 

m wenn die Punkte unendlich ent- 

or fernt sind. Dann nennt man F'(r) 

das Potential. Die mechanische 

Bedeutung dieser Function ist leicht zu erkennen. Es ist die 

Arbeit, die verrichtet wird, wenn die beiden Punkte unter Einwir- 

kung der Kraft f(r) aus unendlicher Entfernung in die Entfer- 
nung r gebracht werden. 

Als Beispiele fiihren wir eine Abstossung oder Anziehung an, 

die dem Producte der Massen direct, dem Quadrat der Entfernung 


Mm. My 
y2 


Fig. 34. 


umgekehrt proportional ist. Im ersteren Falle ist f(7) = und 


mm. My, 
y2 


FF) =—*" mn 


Mm. 
Si poe 

Hat man ein System von Punkten, von denen je zwei mit 
Kraften auf einander wirken, die in der Richtung ihrer Verbindungs- 
linie liegen und nur von der Entfernung abhingen, so ist die Ge- 
sammtarbeit gleich der Summe der einzelnen Arbeiten, und das , 
Potential des materiellen Systems auf sich selbst ist 


SFO, 


wenn man I(r) in Bezug auf je zwei Punkte bildet und alle so 
erhaltenen Functionen addirt. 


, im andern Falle f(r) = — 


und F'(r) 
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Geht ein System, fiir welches ein Potential vorhanden ist, aus 
einer Lage in eine andere iiber, so ist die dabei geleistete Arbeit 
gleich der Aenderung des Gesammtpotentials. Die Arbeit: ist 
demnach = 0, wenn jeder Punkt des Systems wieder in seine 
Anfangslage zuriickkehrt. Daraus geht ohne weiteres hervor, 
dass die Arbeit, welche bei der Ueberfiihrung eines Systems aus 
einer Lage in eine andere geleistet wird, nur von der Anfangs- 
und Endlage abhangig ist, dagegen unabhingig von dem Wege, auf 
welchem die Ueberfiihrung stattgefunden hat. Denn es sei P die 
Arbeit, wenn das System auf einem bestimmten Wege aus der An- 
fangs- in die Endlage gebracht wird, P, die Arbeit, wenn das- 
_ selbe auf einem zweiten Wege geschieht. Bringt man dann das 

System auf dem ersten Wege aus der Anfangs- in die Endlage und 
danach auf dem zweiten Wege zuriick aus der Endlage in die 
Anfangslage, so ist die geleistete Arbeit P — P,. Diese muss 
aber = 0 sein, da jeder Punkt in seine urspriingliche Lage zuriick- 
gefiihrt ist. 


§. 82. 
Das Gesammtpotential aller auftretenden Krafte. 


Nach dieser Vorbereitung wenden wir uns wieder zu unserer 
eigentlichen Aufgabe. Wir suchen die mechanische Arbeit, die 
verrichtet wird, wenn jedes Molekiil des elastischen Korpers eine 
unendlich kleine Verschiebung erleidet. Fiir den Punkt (2, y, 2) sei 
diese Verschiebung 0 parallel der z-Axe, dv parallel der y-Axe, 
Ow parallel der z-Axe. Dann erhalt man als Ausdruck fiir die 
Arbeit im Innern des Korpers 


ff foulext (Se + Se ee) | dvay de 
+f f Jt Cialis rg ar 


Yy z 
* + ) jaxdyae 


$f f fowlez +(Ga+ + S)|avayae, 


und fiir die Arbeit der an der Oberfliche wirkenden Kriifte 
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(feu[E+ @X + 8X, + 7X)] do 
+ fov]H+ @Y. + 6Y,+7¥)] do 
+ [dwlZ + @Z. +84 +7 Z)|ae. 


In dem ersten Ausdruck ist die dreifache Integration nach 
x, y, 2 auszudehnen tiber den von dem Korper erfiillten Raum. In 
dem zweiten Ausdruck ist do ein Oberflaichenelement, und die 
Integration ist iitber die ganze Oberflache des Korpers zu erstrecken. 
Der erste Ausdruck lasst noch theilweise eine Umformung zu, so- 
weit nemlich die Arbeit von den elastischen.Kraften herriihrt. Wir 
betrachten zuniichst das Integral 


ee 


“Der Kérper habe eine solche oe gegen das Coordinatensystem, 
dass zu allen Punkten im Innern und in der Oberfliche positive 
Coordinaten gehoren. Nothigenfalls kann man dies durch parallele 
Verschiebung der Coordinatenebenen immer erreichen. 

In der yz-Ebene nehmen wir ein unendlich kleines Rechteck 
von den Seiten dy, dz, dessen einer Eckpunkt — dem Anfangs- 
punkte der Coordinaten zunichst gelegen — die Coordinaten 0, y, z 
hat (Fig. 35 a.f.8.). Ein tiber diesem Rechteck errichtetes gerades 
Prisma tritt in den Korper ebenso oft ein wie aus ihm heraus. Der 
Eintritt mége stattfinden an den Stellen, fiir welche x die Werthe 2’, 
a”, ... ¢2@"—) hat, der Austritt dagegen an den Stellen x”, x’, ... 
a2”, Die Werthe, welche X, und dw an den betreffenden Stellen 
besitzen, mogen durch die entsprechenden oberen Indices bezeich- 
net werden. Durch Integration nach Theilen erhalt man dann 


“dudyda. 


dyde f = “2 dude = [Xz du" + X¥ du" 4 -. 4 Xen gyen 


qty MeO Xe! 0 ul! — --» — X@n—V JP y@n—Y 
00 u 


| dy de. 


daz sind tber alle die 


Die Integrale OX, duda und ib x Gow 

Ox Ou 
Theile des Elementarprisma zu erstrecken, welche innerhalb des 
Korpers liegen, Bezeichnen wir nun mit do’, do",...d6@” die 
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Elemente, welche das Prisma bei seinem Ein- und Austritt aus der 
Oberflaiche des Korpers herausschneidet, und mit o’, 8’, y’; «', B’, "5 


Fig. 35. 


.. a2”, B2”, y@” die Cosinus der Winkel, welche die auf d6, do”, 
...d6°” nach dem Innern des Korpers gezogenen Normalen mit 
den positiven Axen einschliessen, so ergibt sich 


dyde== 0 66 = Oe a6. == CCR Dg Gane 
dagegen 
dydz = — a". do" = — a” .do” ... = — a@® . do@, 
Beachtet man dies, so erhalt man 
OX. “Bs : Ou 
dydz [ * dude = —S\eX,du.ds— dyds [X, Pada. 


Die beiden Integrale sind in derselben Bedeutung zu nehmen wie 
vorher. Die Summe SS «X,0u .do6 bezieht sich auf alle die Stellen, 
welche das Elementarprisma aus der Oberfliche des Kérpers her- 


ausschneidet. Geht man dann zu der Integration nach y und z 
tiber, so erhalt man 


OXe 4 , oou 
LL [Ge iudedydsa— fok.ouas— ff [x F* avdyde. 


Die dreifachen Integrale sind iiber den von dem Korper ausgefiillten 
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Raum auszudehnen, das Integral / « X,dud6 auf seine gesammte 


Oberflache. Auf demselben Wege ergibt sich 


Orxoe er , 0Ow 
‘ga * dudvdyde=— [yX,duao— ff [X, a dndyde. 


Ebenso hat man die ear 


, oEy oY, 
ff fee a ay f =) dedy de 
Ly 
und ff [rE ee te By + — *) dedy de 


zu transformiren. Fasst man dann die hervortretenden Oberflachen- 
integrale zusammen, so erkennt man leicht, dass sie sich gegen die 
entsprechenden Glieder in dem Ausdrucke der Oberflaichenarbeit 
heben. Es bleibt als Arbeit der Krafte an der Oberflache 


(1) [Hou + Hoo + Zaw)do 


und als Arbeit der inneren elastischen Krifte 


Ou Ou Ou 

Xd 5 + R05 + XT 

—f ff dxayas aE Elsah tlagh Et os 
Zo + 23 T+ 40 


oder einfacher, wenn man die es s des oe 79 beriick- 
sichtigt: 


00 u 


aX, Ne 
Dy dudadyde= 


Ou Ou 
p24 4 x,a(S + 2) 


—f f favayde + Yoo + BG: o(e +34) 


cee + 2952 + 23/30 +55) 


Die Arbeit endlich, die im Has des Korpers von den auf die 
Masse wirkenden Ausseren Kriften geleistet wird, ist unveraindert 


(3) ff fedeayae(Xou + Vou + Zo) 
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Wir bezeichnen mit 
Ou Ov ow (Ou , Ov Ov , Ow ow , Ow 
(0m a ag 98° (ag toa)’ (oe toy) gu +. $4)) 
eine Function, deren Variation die unter dem Integral (2) mit 


dadydz multiplicirte Klammergrésse ist. Dann lasst sich die 
Elementararbeit der inneren elastischen Krifte auch schreiben 


(2*) - of f [edcayae, 


und es ist — fi ®dxdydz das Potential, soweit es von den 


inneren elastischen Kraften herriihrt. Dass dieses Potential wirk- 
lich existirt, ist leicht einzusehen. Man hat nur zu beachten, dass 
die inneren elastischen Krifte abstossende und anziehende Krifte 
sind, die von der Entfernung der Molekiile abhingen. 

Das Gesammtpotential ist dann, abgesehen von einer Con- 
stanten, die dem Anfangszustande entspricht: 


— ff fedadyae + ff [ux + o¥ + w2)ededyde 


+ fdows + vH + wZ). 


§. 83. 


Die Function ® in dem Ausdrucke fiir das Potential 
der elastischen Krafte. 


Die Function ® kann wu, v, w nicht enthalten, weil in 0@ die 
Variationen du, dv, dw nicht vorkommen. Wir fiihren zur Ab- 
kiirzung die Bezeichnungen ein 


Ow OM) Cw 

Pee th CY cals 

Oe i ae te D 

Oy = 9 Te Oz Etre te 

Ow Ou Ov ry 
Oa oe de ee 


Dann ist 
00 = X,0a, + Y,0y, + 2.0 2 
+ X, da, + Y,0 y, + 2,8 22. 
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Da nun X,, und die iibrigen Componenten homogene linedre Func- 
tionen VON Zz, Yy, 2) Ly, Yz, 2c Sind, so muss ® eine homogene 
Function zweiten Grades von denselben 6 Gréssen sein. Sie ent- 
6.5 
eS 
Coefficienten der doppelten Producte. Diese Coefficienten sind 
durch Experiment zu bestimmen. Setzen wir 


D = 4, 23 + 22 Ln Yy + oo yy + 
und beriicksichtigen, dass 


halt 21 Constanten, nemlich 6 Coefficienten der Quadrate und 


o® OD _ ae 
a Oia) yd ae 
SD 08: y 90), 
ONSET SOU eo Olen 


ist, so finden sich die Componenten der elastischen Krifte leicht 
durch Differentiation, nemlich 


Xp = 2 yy Le + 2 Ay. Yy + 2 hy 2 


+ 2 ay Yz + 2 hs 2 + 2 dig ty, 
und entsprechend die iibrigen. 
Die Function ® lasst sich auf unendlich viele verschiedene 
Weisen in die Summe von 6 Quadraten umformen. In sehr ein- 
facher Weise geschieht dies wie folgt. Der quadratische Ausdruck 


1 
aa (G41 Ve + ha Yy + 3 22 + a Ye + hs 2x 4 Me Ly)? 


stimmt mit ® in allen Gliedern iiberein, die z, enthalten. Sub- 
trahirt man also dieses Quadrat von ®, so bleibt eine homogene 
Function zweiten Grades iibrig, die nur noch yon 5 Variabeln ab- 
hangt. Von dieser kann man wiederum einen quadratischen Aus- 
druck subtrahiren, der so beschaffen ist, dass die Differenz von der 
Variablen y, vollig befreit ist. “Durch Fortsetzung dieses Verfah- 
rens wird @ in eine Summe von 6 Quadraten zerlegt. 

Allgemein lasst sich jede homogene Function zweiten Grades 


von » Variabeln 

n n 

S= >) Satis 

i=1 k=1 
in die algebraische Summe von m Quadraten verwandeln. Dies 
geschieht, indem man durch lineare Substitution fiir die Variabeln 
&, £.,... & mneue Variable 7, 42, .- - nn einfiihrt. In den n Sub- 
stitutionsgleichungen von der Form 


224 Finfter Abschnitt. Elasticitat. 


5 1 11 + C2 Ne + --- + Ginn 


(= Tee. 0) 


disponirt man iiber n? Coefficienten. Es treten aber nur fea 
Bedingungsgleichungen auf, nemlich die Gleichungen, welche aus- 
sprechen, dass nach Einfiihrung der Variabeln 7 die Producte yon 
je zwei verschiedenen 7 den Coefficienten 0 haben sollen. Folg- 
lich lasst sich die Transformation in unendlich mannichfaltiger 
Weise vornehmen. In unserm Falle ist vorher als Beispiel die 
Transformation angedeutet, bei welcher ¢,; = 0 gesetzt ist fiir 


n(n — 
1 


k >étund q,—=1. Danach sind noch 9 L, Coefficienten ¢ 


disponibel, ebenso viel als Bedingungsgleichungen vorhanden sind. 
Hat man also iiber die Reihenfolge der Variabeln 7,, yy, 2, Ly; Ys Zz 
eine Bestimmung getroffen, so liefert jene besondere Art der Trans- 
formation nur ein Resultat. 


Es sei nun mit Hiilfe irgend einer linefren Substitution die 
Function S in eine Summe yon Quadraten transformirt. Zeigt sich 
dabei, dass m Quadrate mit positiven, also » — m mit negativen 
Coefficienten behaftet sind, so ist auch bei jeder andern Transfor- 
mation, die nur quadratische Glieder liefert, die Anzahl der Quadrate 
mit positiven Coefficienten m, die Anzahl der Quadrate mit negativen 
Coefficienten n — m. Diesen merkwiirdigen Satz hat Sylvester 
das Tragheitsgesetz der quadratischen Formen genannt*). Die 
Function heisst wesentlich positiv, wenn bei der Transformation 
in eine Summe von Quadraten sich ergibt, dass alle Quadrate 
positive Coefficienten haben, sie heisst wesentlich negativ, wenn aus 
der Transformation lauter Quadrate mit negativen Coefficienten 
heryorgehen. 


Die Erfahrung hat gezeigt, dass die Constanten in der Func- 
tion ® stets solche Werthe haben, dass die Function wesentlich 
positiv ist. Diese Eigenschaft der Function ® soll daher als ihr 
nothwendig zukommend angesehen werden. 


*) In Betreff des Beweises muss hier verwiesen werden auf Sylvester, 
On a Theory of the Syzygetic relations of two rational integral functions. 
Sect. IV. (Philosophical Transactions of the Royal Society of London. 1853.); 
Jacobi (Crelle’s Journal Bd. 53); Hermite (Crelle’s Journal Bd. 53); Brioschi 
(Nouvelles Annales de Mathématiques. 'T. 15). 
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§. 84. 
Das Princip des Lagrange. 


Nach dem Princip des Lagrange ist ein Kérper unter der 
Einwirkung von Kraften im Gleichgewicht, wenn fiir irgend welche 
unendlich kleine Verschiebung die Summe der virtuellen Momente, 
d. h. die bei der Verschiebung geleistete Arbeit, = 0 ist. 

Wir betrachten zuerst den Fall, dass auf die Masse keine 
dusseren Kriifte und auf die Oberflache des Koérpers keine Zug- 
oder Druckkrifte wirken. Dann reducirt sich das Potential auf 


-[f fe dxdydz und die bei einer unendlich kleinen Ver- 
schiebung geleistete. Arbeit ist — 0 We ie Odadydz. Als Be- 


dingung des Gleichgewichtes erhalten wir also 


| off [Pavdyde =o. 


Das Gleichgewicht ist stabil, wenn das dreifache Integral 


vise Ddxdydz 


ein Minimum ist. Der Werth dieses Integrals kann nicht negativ 
werden, da alle seine Elemente wesentlich positiv sind. Sein kleinster 
Werth ist Null, und dieser kommt nur dann zu Stande, wenn iiberall 


Dis 0: 

d. h. wenn an jeder Stelle des elastischen Korpers 
ou ov ow 
Sisal veka gio Ga ona: 
Ov Ow , OU 
Oy Om st 02 ; 

Ow ow , Ov 


Diesen Bedingungen wird geniigt durch die Ausdriicke 
u=a+cy — be, 
v= by + ae— C4, 
AO 10a — ay. 


Riemann. Partielle Differentialgleichungen. 15 
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Darin spricht sich aus, dass alle Punkte drei gemeinschaftliche 
Verschiebungen parallel den drei Coordinatenaxen resp. um die 
unendlich kleinen Strecken a, bo, ¢) erleiden, und dass alle Punkte 
drei gemeinschaftliche Drehbewegungen ausfiihren, wobei der Reihe 
nach die drei Coordinatenaxen als Drehungsaxen auftreten. Die 
bei den Drehungen von den einzelnen Punkten durchlaufenen Kreis- 
bégen sind jedesmal dem Abstande von der Drehungsaxe propor- 
tional. Der Punkt, welcher in der Entfernung 1 von allen drei 
Axen liegt, durchliuft die unendlich kleinen Kreisbogen — a, —b, —¢ 
resp. bei der Drehung um die Axen der «, der y, der z. Bei einer 
solchen Bewegung bleibt aber die gegenseitige Lage der sammt- 
lichen Molekiile ungeandert. 

Wenn also auf die Masse keine dusseren Kriafte und auf die 
Oberfliche keine Zug- oder Druckkrafte wirken, so ist die unver- 
anderte gegenseitige Lage der Molekiile die Bedingung fir das 
Gleichgewicht der elastischen Krafte. 

Wir gehen zu dem allgemeinen Fall iiber, dass fussere Kriafte 
auf die Masse des Korpers und Zug- oder Druckkrafte auf die 
Oberflache wirken. Zur Abkiirzung werde gesetzt 


—[ ff eacayde = 2, 


Wak (wX + v¥ + wZ)odadyde 


+ fades + vH + wZ)—0. 


Das Gesammtpotential ist danach 8 + @, und wir erhalten als 
Bedingung des Gleichgewichts, dass 
s(2+0)=0 

sein muss fiir irgend welche unendlich kleine Verschiebung. Diese 
eine Bedingungsgleichung zerfallt aber in mehrere. Man hat nur 
zu beachten, dass die Verschiebungen 0 wu, Ov, Ow von einander 
unabhingig sind. Die Variation ist demnach so umzuformen, dass 
man sowohl unter dem dreifachen Integral als unter dem auf die 
Oberfliche zu erstreckenden Integral je ein Glied multiplicirt mit 
resp. du, Ov, Ow erhalt. Zu dem Ende muss man das dreifache 


Integral af fe ve 0@dxzdydz, in welchem nur die nach 4g, y, 2 


genommenen 9 Derivirten von du, 0v,0w yvorkommen, durch 
Integration nach Theilen transformiren. Der Rechnungsgang ist’ 
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genau die Umkehrung von dem in §. 82 vorgenommenen. Man er- 
halt daher, nachdem die Umformung durchgefihrt ist, fiir die 
(gleich Null zu setzende) Elementararbeit denselben Ausdruck wie 
zu Anfang des §. 82. Dann hat man sowohl unter dem dreifachen 
Integral als unter dem Oberflichenintegral einzeln gleich Null zu 
setzen, was resp. mit dw, dv, dw multiplicirt ist. Als Bedingungen 
des Gleichgewichts ergeben sich danach die sechs Gleichungen 


CX Oke Xn a 
i eemetcg= ba. 

Ole mele pO Nen!2 
OF mk ac 

Oe 0 Ly oe 
Sea i uaietiaies 


A+ aX, + BX, 3s y X, = 0, 
H-+0Y¥, +BY, + 7¥.=0, 
Z+t+aZ, +624, + »yZ,=0, 
von denen die ersten drei sich auf das Innere des Korpers, die 
anderen drei auf die Oberfliche bezichen. 
Da jedoch in diesen sechs Gleichungen die Gréssen w, v, w 
selbst nicht vorkommen, sondern nur Functionen von 


OU Ov Ow 
eee ate Cla 
Ov odow Ou 
Oy? an aa 
Ow Ow Ov 
0g’ By oe 


so kann man zu den Lésungen fiir w, v, w, die den obigen sechs 
Gleichungen geniigen, unbeschadet der Giiltigkeit jener Gleichun- 
gen noch solche Werthe von w, v, w hinzufiigen, durch welche 
man erhalt 


Ou Cpr owt 
jisewuds cy 5 


oy 
Ov - Ow , OW __ 
ree we Breet Aa ’ 
ow Ow , OV __ 
Cy ee. ay oe Fas 
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Solche Werthe von u,v, w sind (wie schon oben erwahnt) 
von der Form 
uU= a + cy — bz, 
v=b + az — 2, 
w= + bx — ay. 


&. 85. 


Es gibt stets ein einziges System, welches 
0(2 + 0) = 0 macht. 


Wir wollen beweisen, dass es stets ein System von Grdssen 
u, v, w gibt, durch welche den Bedingungsgleichungen des Gleich- 
gewichts oder, was auf dasselbe hinauslauft, der Gleichung 
s(2 + @) =0 
Geniige geleistet wird. Dabei ist zu unterscheiden, ob 2 — 0 


oder verschieden von 0 ist, 
Es sei zuerst 28 — 0. Da ® niemals negativ wird, so kann 


das Integral 
a=— ff f eavayde 


nur dadurch den Werth 0 erhalten, dass iiberall 6 — 0 wird, d. h. 
Lx — 0, Yz —- 0, 
i) ees), 
AO ee as 
Diese Gleichungen werden aber nur durch Werthe von u, v, w 
erfiillt, wie sie zu Ende des vorigen §. abgeleitet sind. Und um- 
gekehrt wird  — 0, wenn wir 
U = Mm + cy — bz, 
v=b, + az — ca, 
w= +ba—ay 
_setzen. Fihren wir die so gefundenen Werthe von wu, v, w in den 
Ausdruck fiir @ ein, so ergibt sich 


bo 
bo 
io) 


. 85. Hindeutige Lésung. 


EF cash + {Hao} 
tuff f fexdeayas + [ Has} 
+0 ff fe Zdcdy az + [zach 
item 


! 


iS) 


| 

(ff [ezyazayae+ [zyas)| 
He eZadzdyde + [ Zed) | 
~(f f fexedvayae+ [xeas)| 
“cA ble eee aed aL) | 
—(f ff evedeayae+ Haas) 


Nun sind aber die gefundenen Werthe von w, v, w so beschaffen, 
dass bei der Verschiebung keine Formverinderung stattfindet. Die 
ausseren Krafte und die auf die Oberflache wirkenden Zug- und 
Druckkrafte miissen sich also in diesem Falle so im Gleich- 
gewicht halten, als ob der Korper starr wire. Stellt man dafiir 
die Bedingungsgleichungen auf, so ergibt sich, dass in dem eben 
gefundenen Ausdrucke fiir @ die Grodssen, die resp. mit ay, bo, Cp, 
a, 6, ¢ wultiplicirt sind, einzeln = 0 sein miissen. Es driicken 
nemlich die mit a, b9, ¢& multiplicirten Grossen die Componenten 
der Gesammtkraft aus, die. auf den (zum Coordinaten- Anfang 
genommenen) Schwerpunkt des starr gedachten Korpers einwirkt, 
und die mit a, b, ¢ multiplicirten Grdssen sind die Momente der 
Drehung resp. um die Axe der x, der y und der z. 

Ist also & = 0, so kann nicht anders Gleichgewicht vorhan- 
den sein, als wenn auch © — 0 wird. Hat aber @ einen von 0 
verschiedenen Werth, so kann ® nicht = 0 sein. Denn aus ® = 0 
wiirde nothwendig wieder © = 0 folgen, gegen die Voraussetzung. 

Wir gehen zu dem zweiten Falle titber, dass @ von 0 verschie- 
den ist, und betrachten alle Systeme von Grossen wu, v, w, die der 
Nebenbedingung geniigen, dass @ einen constanten Werth A an- 
nehme, Unter allen diesen Systemen ist, wie eben bewiesen, keins, 
das & = 0 liefern kénnte. Wir werden also, wenn wir an der 
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Nebenbedingung © = A festhalten, — 2 stets positiv erhalten. 
Unter allen den Systemen von Grdssen wu, v, w, welche der Neben- 
bedingung geniigen, ist dann jedenfalls eins (w’, v', w') vorhanden, 
fiir welches die Function — & ihren kleinsten positiven Werth an- 
nimmt. Wir erhalten dieses System (w’, v', w'), indem wir die erste 
Variation von 2 gleich Null setzen, dabei jedoch beriicksichtigen, 
dass nur solche Variationen dw, dv, Ow zulassig sind, welche mit 
der Gleichung @ = A vertraglich sind. Nach Lagrange wird 
die Nebenbedingung sogleich mit beriicksichtigt, indem man 


0(2 + 4@)=0 
setzt. u bezeichnet dabei eine Constante, die nur von A ab- 
hingig ist. 

Wir haben danach bewiesen, dass unter allen Systemen (wu, », 2), 
welche @ — A machen, jedenfalls eins (w’, v’, w') vorhanden ist, 
fiir welches die von 0 verschiedene, positive Function — 8 zu 
einem Minimum wird. Und dieses System (w’, v', w’) macht die 
Variation von 2+ uw@ zu Null. Die Bedingungs-Gleichungen 
dafiir lauten aber 


0X, 0 Xx. 
0 


0X. 
y Z aus, 
8x EY Saab 


one on, Y, 

OZ, OZ, 0Z, 

OL ae Sa ee 
aX, + BX, + yX, +4 F= 0, 
oY,+ 6 Yy+y7Y, +uH =0, 
aZ,+ BZ, + yZ, + uZ=—0. 

Hat man das immer vorhandene System (w’, v', w’) ausfindig 
gemacht, das diesen Bedingungen Geniige leistet, so braucht man 


i? vy! 


, 

w w 

nur 4 —, v= ae w= i zu setzen, um solche Werthe von 
&& 


u, v, w zu erlangen, welche die Bedingung 0 (£ + @) erfiillen. 

Es bleibt noch zu untersuchen, ob es ausser der gefundenen 
Lésung noch andere gibt, d. h. ob ausser dem System (w’, v', w’) 
noch ein anderes w’, v’, w" vorhanden sein kann, fiir welches 
ebenfalls 


0 =— A, 
— 2 = Min. 
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Angenommen, dies ware der Fall, so miissten die Werthe 


u= 4 — uv, 
v=v'—y, 
ww" — w' 


den Bedingungsgleichungen geniigen 
0 X, OX, OX, 


ea ay eeeao oe 
oY, 

Ox is ot Oy ° 
eee 

Ox = aN 


aX, + nee + yX,=0, 

aY, + BY, + 7Y¥,=0, 

aZ, + BZ, + yZ, =0. 
Diese Gleichungen sind aber dieselben, die sich ergeben wiirden, 
wenn man die auf die Masse wirkenden dusseren Krafte und die 
auf die Oberflache ausgeiibten Zug- und Druckkrafte = 0 setzte. 


Es miisste also Coo ieee sein, d. h. 


=a + cy — bz, 
—v’=b+ az — ez, 
w" —w' = & + bx — ay. 
Danach ist (mit Riicksicht auf den Schluss des vorigen §.) die 
Losung (w", v, w") keine neue, sondern yon der Losung (w’, v’, w’) 
nur um solche Werthe verschieden, fiir welche 


Ca AO ay —" Os 
SY a Sh, = 
Yip US ty Si (0) 


i 


§. 86. 
Transformation der rechtwinkligen Coordinaten. | 
Wir gehen zu dem besondern Fall iiber, dass der K6rper in 


Betreff der Elasticitat eine durchaus homogene Constitution besitzt. 
Dann darf die Function ® keine Forminderung erleiden, wenn 
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man von dem urspriinglichen rechtwinkligen Coordinatensystem zu 
irgend einem anderen rechtwinkligen System mit demselben An- 
fangspunkt itibergeht. 

Die neuen Coordinaten sollen mit 2’, y', 2’ bezeichnet werden, 
Zur Transformation der Coordinaten dienen die Gleichungen 


w= 2 + By’ + 712, 
(1) y = % a + Bry! + 22’, 
2=o0;,0' + By’ + 932. 
Zwischen den 9 Coefficienten bestehen 22 Relationen, die hier 
zunachst ins Gedichtniss gerufen werden, sollen. 
Bezeichnet r den Abstand eines Punktes vom Anfangspunkte 
der Coordinaten, so hat man 
v2 = g2 Ty? 1 22 — yl2 4 y'2 + 2/2, 
Setzt man hier fiir x, y, z inre Werthe aus (1) ein, so erhalt man 
die folgenden 6 Gleichungen 
a} + o2+o2—1, %f, + % 6, + 058; = 0, 
Bik Bees Ay Biv + Bov2 + Bs 73 = 9, 
V+ Me a3 1, V1 O% —- Yo O% + Y3%3 = 0. 
Von den Gleichungen (1) kann man leicht zu den folgenden 
gelangen 
L = % + Oy + a 2, 
(2) y= Bet Bay + Bsa, 
#= nL PY 1 Ys% 
Man erhilt sie ohne weiteres, indem man an den unter (1) 
gegebenen Ausdriicken fiir x, y, z die auf der rechten Seite der 
Gleichungen (2) vorgeschriebenen Operationen ausfiihrt und die 
vorher gefundenen 6 Relationen der Coefficienten beriicksichtigt. 
Die Gleichungen (2) sind aber yon d&hnlicher Form wie die 
Gleichungen (1). Es treten also den ersten 6 Relationen die fol- 
genden an die Seite: 


oa? + BY + yy = 1, 0%; OH + 8B, B, + 172 = 0, 

a + BY + yy = 1, Oy os + Bo Bs + yo; = 0, 

a; + B+ ys = 1, a, + Bs Bi + 737, = 0. 
Mit Hiilfe der Substitution (1) geht man von den Coordinaten 2, y, 2 
zu den neuen Coordinaten wz’, y’, 2’ tiber. Die Determinante dieser 
Substitution moge mit A bezeichnet werden, also 


— pt 
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R=|% B, |: 
Oy By Yo 
| Bs Ys 
Die Substitution (2) fihrt von den Coordinaten 2’, y’, 2’ zu den 


Coordinaten. x, y, 2. Die Determinante der Substitution ist eben- 
falls A, nemlich 


=| Oy lg, “O43 | - 
Br Bz Bs 
ae eRe 
Geht man nun mit Hiilfe der Substitution (1) von den Variabeln 
x, y,2 zu x’, y’, 2 iber und dann mit Hilfe der Substitution (2) 
von x’, y', 2' wieder zu 4%, y, 2, So ist das Resultat dasselbe, als ob 
man direct die Substitution angewandt hatte 


zx=1.2+0.y¥+4+ 0.42, 
y=O0.¢4+1.y4+ 0.2, 
2=0.27+0.y4+ 1.2, 

und die Determinante dieser Substitution ist — 1, nemlich 


iO) Oe 
Do AW 
ORO ae 


Gelangt man aber durch zwei aufeinander folgende Substitutionen 
von einem System von Variabeln zu einem zweiten und von da zu 
einem dritten, so ist das Product der beiden Substitutions-Deter- 
minanten gleich der Determinante der Substitution, welche direct 
von dem ersten System von Variabeln zu dem dritten fiihrt.. In 
unserm Falle gibt das R. R = 1, d. h. 


Rs) By 71 | = 1. 
Gy By Yo 
ow; Bs V3 
Dies ist die dreizehnte Relation. Die iibrigen 9 findet man 


folgendermaassen. Lost man das System (1) nach 2’, y', 2’ auf und 
vergleicht das Resultat mit (2), so ergibt sich 
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1 1 ; 1 
ep By ?2 |, Bi =p V2 eat t oR % Bs |}, 
Bs V3 V3 03 ;, Bs 
il 1 1 
Og = = | Bs Y315 Pa ae i's 5/5 Po = 1%. Bs 
R R R ; 
By 1 Yi % O% By 
1 1 1 
3. aD 1 TB) et BBs = asl AL Ne ye ey mea 1 Tale 
%= F/B mn) b= “| w= Ria B | 
Bz Ye V2 O% Oy Bo 


Und dieses sind, wenn man beachtet, dass R = + 1 ist, die 
letzten 9 Relationen. 


8. 87. 


Korper von homogener Constitution. Besondere Form 


der Function @&. 


® ist eine homogene Function zweiten Grades von den sechs 
Grossen 


Ou Ow Ow 
() m=a, () w= 5 +5y 
Ov ow Ou 
2) w= Fr (6) m=e+e, 
ow Ou Ov 
3) a=, ©) w= +55 


Durch Einfiihrung der neuen Coordinaten wird bewirkt, dass 
in dem Ausdrucke fiir ® sechs neue Grédssen 


Ou! ou’ ow 

(1') ty = Oa" (4') i ag -- yl? 

Cu! ow’ ow 

/ fine mee aR ’ pepe a 

OC) w= ay GO) = oat og? 

ow’ ow Ov’ 

! Wine Cela 1 nisi ae 

(3') Oi — he (6') Ly Cyt oe 
auftreten und es wird — da die ersten sechs Grossen linear und 
homogen durch die letzten sich ausdriicken lassen, — auch der 


neue Ausdruck fiir ® eine homogene Function zweiten Grades von 
den letzten 6 Gréssen sein. Es fragt sich nun, von welcher Form 
der urspriingliche Ausdruck von ® sein miisse, damit der neue 
Ausdruck in derselben Form wieder erscheine. 
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Um diese Frage zu untersuchen, wollen wir zunachst die posi- 
tiven Axen der x’ und der y’ resp. mit den positiven Axen der x 
und der y zusammenfallen lassen, dagegen die positive Axe der 2’ 
mit der negativen Axe der z. Dadurch geht nur z in — 2 und 
win — w' iiber. Es wird also 


’ 
Ce hips Yz = — Y2'y 
t) Pe pli a 
Yy = Yy's ppp 
Eo a Ly == ye 


Soll demnach in dem Ausdrucke fiir ® keine Forminderung 
vor sich gehen, so darf keine der Grdssen (1), (2), (3), (6) mit (4) 
oder mit (5) multiplicirt vorkommen. 

Wir legen zweitens die positiven Axen der 2’ und der a’ resp. 
in die positiven Axen der z und der 2, dagegen die positive Axe 
der y' in die negative Axe der y. Dann hat man nur in (4) und 
(6) die Vorzeichen zu findern, um resp. (4’) und (6’) zu erlangen. 
Die iibrigen Gréssen bleiben ungedndert. Soll also ® nach Ein- 
fiihrung der neuen Variabeln in derselben Form wieder auftreten 
wie vorher, so darf keine der Gréssen (1), (2), (3), (5) mit (4) oder 
(6) multiplicirt sein. 

Es mégen ferner die positiven Axen der y’ und der 2’ resp. mit 
den positiven Axen der y und der z zusammenfallen, aber die positive 
Axe der x’ mit der negativen Axe der x. Dann bleiben die Grdssen 
(1), (2), (3), (4) unveriindert, in (5) und (6) hat man die Vorzeichen 
zu indern. Die Function ® dndert in diesem Falle nur unter der 
Bedingung ihre Form nicht, dass keine der Grossen (1), (2), (3), (4) 
mit (5) oder mit (6) multiplicirt ist. 

Fassen wir die gewonnenen drei Bedingungen zusammen, so 
zeigt sich, dass in dem Ausdrucke fiir ® nur die Quadrate und die 
doppelten Producte der Grossen (1), (2), (3) und die Quadrate der 
Gréssen (4), (5), (6) vorkommen kénnen. 

Nun soll weiter die positive Axe der z’ in die positive Axe 
der y und umgekehrt die positive Axe der y’' in die positive Axe 
der w gelegt werden, wahrend die positiven Axen der 2’ und der 
z zusammenfallen. Dadurch ergibt sich 

Bah Yy) Ys = 2x, 
yp tae PE Ye; 


i= 2p, ih Las 
Folglich muss in ® das Quadrat von (1) denselben Coefficienten 
haben wie das Quadrat von (2), das Quadrat von (4) denselben 
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Coefficienten wie das Quadrat von (5) und das Product von (1) 
und (3) denselben Coefficienten wie das Product von (2) und (8). 

Entsprechende Bedingungen ergeben sich, wenn man unter 
Beibehaltung der x oder der y die beiden anderen Axen vertauscht. 
Fasst man auch hier die Bedingungen wieder zusammen, so zeigt 
sich, dass iiberhaupt nur drei Coefficienten auftreten, nemlich 
der erste gemeinschaftlich fiir die Quadrate von (1), (2), (3), der 
zweite gemeinschaftlich fiir die doppelten Producte von je zweien 
der Gréssen (1), (2), (3) und der dritte gemeinschaftlich fiir die 
Quadrate von (4), (5), (6). Danach ist 


Ou? Ov\? Ow? 

o = l(52) + Gs) + (Ge) I 
Ou ov Ov Ow Ow CU 
9 eG pei es 
AB es at ea ae ae 


+AGs +5) + (cet 2a) + (oy ae) | 


woftir man auch schreiben he 


ow {(Ou Ow 
deed ree rary) ior (y+ Gs (53) 
(se oy (+s “ (3 =). 
ae ike hy 7! Ea O27 By Oe 
Wir haben nun noch das Coordinatensystem beliebig um den 
Anfangspunkt zu drehen. Legen wir die positive z’-Axe in die 


positive z-Axe und setzen fest, dass die positiven Axen der z’ und 
der w einen Winkel @ einschliessen sollen, so ist 


xz’ = xcosp + ysing, wu = ucosg + vsing, 
y =—“zsngp+yosg, v' = — using + voosg, 
é=—4Z, w' = w, 


u=w' cosy — v' sing, 
y= u sing + v' cos gq, 
w= wi. 

Daraus berechnen wir 


Ou: ow HOG) 5 CON © Cul: 
ee 2 (es pees 2 
(1) ag Bgl SP (Fa + 5a) sin p 008 9 + 5%, sin 


tee ow DON... 0 vu! 
Ns sae) ON a a0 ae, Ca oe 2 
(2) aa snp oe + sy) sin 9 603 @ TF yi 208 Ps 
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® B+ Ra Go+S)sino + (Gt oe, 
(5) gat as Loe + an) — Got ay)n 
(6) stat (55 +55) 5 on + )cos29. 
Man sieht, dass in dem Saas fir ® s ee 
Bie +s 42 a+ a 


Bt ey wy 
B Go ae (ss av) 
Cast ag) | Ga os) 
ae c(S+s) + (Go+es }: 


Diese Glieder erleiden also keine Formveranderung, Es bleibt 
ausser ihnen noch iibrig 
(Eu? Ov? Ou , Ov\? 
WNealGh aur Way i are) 
oder, was dasselbe ist: 
B(/ou , ov? Ou 0 v\?2 
Bess tes 2 By} tog +b) 
Nun ist aber weiter 
ee ee 
OP MOY) FZ LBNL MSO yy? 
und deshalb enn wir nur noch zu untersuchen, was aus dem 


Beitrage 

Deepa oop Tea) 
wird. Ks findet sich 
oe = FS SS) cost — Gy tre sin 2 y, 
ariel Crier oo) sind +(25 +5) c0s 2 gp. 


i] 


tibergeht in 


ferner das Glied 


und das Glied 
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Soll also durch die Einfiihrung der neuen Variabeln das Glied 


B' /ou 0 v\?2 Ou 
a) tw = +33) 


keine Forminderung erleiden, so muss 1 doppelte Product 
B Ow = 0e'\ fow ov 
aes ee ee Pee ce 29 
2( 5 +0) (so a (Go +5) sin @ cos 2m 
herausfallen, d. h. es muss 
B' 


gesetzt werden. Dann vas in der That 
B' (fou _ ee v\"| 
alse —a5) + Gta) 


iibergehen in 

Bifou 0vs Ou, ov? 

7p oeeay) tog woe 
Wir sehen hieraus, dass bei einer Drehung des Coordinatensystems 
um die z-Axe die Function ® keine Formanderung erleidet, wenn 


wir setzen 


om n(it+ 85+ B+ (68) + Gals Ga) 


+3 (Qe +28) + G2 +29) + C5425) 


Dieser Ausdruck bleibt aber derselbe, wenn man irgendwie die 
Axen vertauscht. Wir hitten also auch ebenso gut um die Axe 
der x oder die Axe der y das Coordinatensystem drehen kénnen, 
ohne dass ® eine Forminderung erlitten hatte. Da man aber 
durch drei auf einander folgende Drehungen um je eine Axe von 
einem gegebenen rechtwinkligen Coordinatensystem zu einem 
beliebigen andern rechtwinkligen System iibergehen kann, so ist 
nun bewiesen, dass bei einem solchen Uebergange die Function 


o= B (xz -4- Yy + &2)? ae B' (x3 Ae Yy ate Zz) 
+5 But d+ o¥) 


ihre Form nicht andert. 

Wir kénnten dies auch noch nachtraglich verificiren, indem 
wir direct die Gleichungen (1) und (2) des vorigen §. und ihnen 
entsprechend die Gleichungen 
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u4=oaw + Br + y,w', 
0 = aw +. B,v' + yw, 
w=o uw + B,v' + yw! 
in die Rechnung einfiihrten und die 22 Relationen zwischen den 
9 Coefficienten der Substitution beriicksichtigten. 
Ks ist noch zu aa dass die Summe 


ow 
S x at ae ae 02’ 
welche von der Lage des ee unabhangig ist, sich 
leicht geometrisch interpretiren lisst. Geht nemlich a, y, 2 tiber 
in resp. 7 +- u, y + v, 2 + w, so haben wir 


da + i“ an statt dx, 


ay + Seay statt dy, 


dz + oe ae statt dz 


zu. setzen, und wahrend vorher das Volumelement 


didy dz 
war, ist es jetzt 
Ou ow 
dedyde + (S84 5 tae 


Die Producte der Grissen oe e = unter einander kénnen wir 
als unendlich klein von foes Ordnung gegen die ersten Potenzen 


vernachlassigen. Also crea: 


) dx dy de. 


Ow 


Ou 
ep ee 


die Dilatation der Volumeneinheit, die wir mit 6 bezeichnen wollen. 
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§. 88. 


Fortsetzung. Die Differentialgleichungen 
der Bewegung. 


Fiir die Coefficienten B und B’ in dem gefundenen Ausdrucke 
fiir © mdgen noch die gebriuchlicheren Bezeichnungen eingefihrt 
werden, nemlich 

2 1 A, 
Di is 

Dann haben wir 

= 1H +u@+y+a+seu+atay, 
und daraus kénnen wir leicht nach §. 82 die Componenten der: 
elastischen Krafte ableiten. Es ergeben sich 

normal gegen das Korperelement die Krafte 


pee 


ue 


oe, 


Z,=h0 + 2u 
tangential gegen das ie eee die Krifte 


Y= 4% =0(32 +5"), 


Die Differentialgleichungen der Bewegung sind in §. 79 unter: 
(1) aufgestellt. Es ist leicht, die einfachere Form zu finden, die 
sie fiir das hier vorliegende Problem annehmen. Wir erhalten 


0 Xy 0? u 02 u 


Ox =i bess bee 
Oke 02 u 02” 

Ogee haat ogee 
OLXe 02 u 02w 


be fa Oop T Maren’ 
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und daraus durch Addition 


OXn OX, Gx, OO 0? u 0? 02 uw 
Ox oy gc OZ sige (saet aye em) 
Ou v Ow 
os) on tae) 

+ u 

Ox 


wenn zur Abkirzung ig 

02 u 02 u 02 u 

— —— = 2 

is ogee aot 
gesetzt wird. Entsprechende Ausdriicke ergeben sich fiir die in 
der zweiten und dritten Bewegungsgleichung vorkommenden elasti- 
schen Componenten. Demnach haben wir jetzt fiir die Bewegung 
die Differentialgleichungen 


o2u ; 00 - 
05m = OX’ +A ws Tr uaa, 
02 v 06 5 
(1) Ca Le apse A 


02.w 06 
05n — 04 TAT ws, tua, 


und dazu lauten die Bedingungen fir die Oberflache 


aX, + BX, + yX, + F = 0, 
(2): “oY,+BY,+ v¥.+H=0, 
“Z,+684,+7Z,+Z2=0. 

Zur Vereinfachung der Rechnung lasst sich die Aufgabe de- 
componiren. Wir suchen nemlich zunichst die Functionen w’, v’, 
w' so zu bestimmen, dass sie den partiellen Differentialgleichungen 
1 5 Reuben E ORO) ow! 
(1) gentigen, wenn op OR > OR 
Hierauf kommt es noch auf die Functionen w’, vo”, w” an, welche 
ebenfalls den partiellen Differentialgleichungen (1) Geniige leisten, 
jedoch so, dass darin X’ = Y”=— Z' — O ist. Dann ist 


= 0 gesetzt wird. 


HU=wteu', 
o=vt+ vu", 
w=w' + w" 


Riemann. Partielle Differentialgleichungen. 16 
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die allgemeine Lésung, und diese ist dann noch riicksichtlich der 
Oberfliiche an die Bedingungen (2) gekniipft. 

Wir wollen nun dazu iibergehen, einige einfache Falle zu 
behandeln. 


bo 


Ill. Anwendung der allgemeinen Theorie auf 
besondere Falle. 


§, 89. 
Aufgabe. 


Auf die Oberflache eines Koérpers von beliebiger 
Gestalt, der von keinen beschleunigendenKraften getrie- 
ben wird, soll eine allenthalben gleiche, normal gegen 
die Oberflaiche gerichtete Druckkraft einwirken. 

Wir bezeichnen die Druckkraft, welche auf das Flachen- 
element do ausgeiibt wird, mit Pdo. Ihre Richtung fallt in die 
von aussen nach innen gezogene Normale. Folglich sind die Com- 
ponenten 

Hao —aPdae, 
Hd¢o = pP.de, 
Zd6=—yPde. 

Der Korper bleibt stets seiner urspriinglichen Gestalt ahnlich. 
Alle Theile werden proportional zusammengedriickt. Daher kénnen 
wir setzen 


i — ae 
v=— ay, 
w= — we. 


Dazu diirfen wir, wie friiher (§. 84) bemerkt ist, noch Ausdriicke 
von der Form 

U=% + cy — bz, 

v=b + az — en, 

w=eo +b«—ay 
hinzufiigen, ohne dass die partiellen Differentialgleichungen dadurch 
beeinflusst werden. D. h. man kann den Koérper um die Strecken 
M%, bo, ¢ parallel den Axen verschieben und unendlich wenig um 
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die Axen drehen, ohne dass dadurch die elastischen Krifte gean- 
dert werden, Das Gleichgewicht kann also in jeder Lage des Kor- 
pers stattfinden. 

Wir erhalten nun 


6= — 3a’, 
X, = — av (8A + 2), 
¥,=—a'(34-+ 2n), 
Z, = — a (384A + 2Qy). 


Die tangential gegen ein Korperelement wirkenden Componenten 
sind — 0. Es finden also nur normale elastische Krifte statt, und 
zwar normal gegen jedes Flachenelement, da das System der Coor- 
dinatenaxen beliebig ist. Dies gilt auch fiir die Oberflache: In 
dieser miissen die elastischen Krafte dem Druck das Gleichgewicht 
halten. Also ist i 

P— a! (3A + 2 w) ==); 
und danach 

; B. 

Ti GA ee: 
_ — bP 
eeu ies iT 
Der cubische Compressibilititscoefficent ist 


3 
3A + Qu 


1 
Cor 


a 


0 


und der linedre 


~§. 90. 


ATU. tga) é. f 
Auf die Basis eines Cylinders, dessen Mantel parallel 
der z-Axe liegt, soll eine Zugkraft wirken, die fiir die 
Flacheneinheit = F ist. 
Dann haben wir 


| 


My = — 02, v — ay, WiC 
6.=- 0 — 21a: 


16* 
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Hieraus ergibt sich 
2 == A(e — 2a) — 2ua, 
Y, = A(e — 2a) — 2ua, 
Z, = A(e — 2a) + Qwe. 
Die tangentialen Componenten sind — 0. 
Da keine diusseren Krafte wirken und nur ein Zug parallel 


der z-Axe ausgeiibt wird, so ergibt sich aus den Oberflachen- 
Bedingungen 


Ki Sey Y, = 0, 
d. h. 


eerie! ch 
“2+ 

Fir die Basis des Cylinders falle die von aussen nach innen 
gezogene Normale-mit der positiven Richtung der z-Axe zusammen. 
Dann ist « = 0, 8 = 0, y = 1. Die Zugkraft Fde hat die Rich- 
tung der negativen z-Axe, d. h, es ist 


Eid 6. (0, 
ATG 10; 
Zdo6=—— Fde. 


Auf das Flichenelement do der Basis wirkt die elastische Kraft 


Zd6=o(t+2u— 77) do 
34+ Qu 

Let ae. 
A ob 


3A 2 
seas 


A 
F(Q ~) 
SED! 
BA a 
Der Elasticitatscoefficient ist also 
A 
1 ee 
Deese. 
3A + Qu 


Poisson hat durch besondere Hypothesen iiber die Constitu- 
tion der Korper und iiber das Gesetz der Molecularanziehung 


= WU 


Folglich ist 


und daraus findet sich 


C= 
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die Relation 4 — wu abgeleitet, die durch die Erfahrung nicht be- 
statigt ist. 


§. 91. 
Aufgabe. 


» Auf den zur z-Axe parallelen Mantel eines Cylinders 
soll eine constante Zugkraft wirken, die fiir das Flichen- 
element = Fde ist. 

Die auf dem Flachenelement do des Cylindermantels von 
aussen nach innen gezogene Normale steht rechtwinklig auf der 
Richtung der z-Axe, folglich ist y — 0. Die Zugkraft fallt in die 
nach aussen gezogene Normale, ihre Componenten sind also 


eae — ak de, 
Hd6o = — BFde, 
Zd6=—0. 


Wir haben hier zu setzen 
Ud, OY, w= — Cz. 
Daraus ergibt sich 
0 = 21a —«, 

X, = A(2a — c) + Qua, 

Y, = 4A(2a — ce) + 2ua, 

4, = A4(2a — c) — Qwe. 
Die tangentialen Componenten sind = 0. Fiir die Basis haben wir 
Mia Hi Zo =— Bi== Oo pi=— ie folelich 

Lia) 


= 


h. 

eee 2ak y 
~ A+ Qu 
Daraus geht. hervor 
ee 34+ 20 
OE Sa ara ra 
Die beiden ersten Oberflichen-Bedingungen fiir den Mantel 


geben dann 
al 2au(3A + 2u) 
A+2u  ? 
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wonach der Ausdehnungscoefficient 


OM ei bo oa cA 
Fo GaGa 2 w) 


_ wird. 


8. 92. 
Aufgabe. 


Wir betrachten den einfachsten Fall der Torsion eines Cy- 
linders. Die Axe des Cylinders, in welche die g-Axe des Coor- 
dinatensystems gelegt werden mag, soll auch die Axe der Torsion 
sein, d. h. alle in ihr gelegenen Punkte sollen unter der Einwir- 
kung der Torsionskrafte keine Verschiebung erfahren. Um diese 
Axe herum soll eine unendlich kleine Verdrehung stattfinden, die 
fiir einen zur Axe rechtwinkligen Querschnitt constant und dem 
Abstande dieses Querschnittes von der xy-Ebene proportional 
genommen werde. 

Demgemiss haben wir zu setzen 


 — GY 4, 
0 = ONE, 
(i ——\ 0) 


wenn die unendlich kleine Drehung bezeichnet, welche in dem 
Querschnitte ¢ = 1 stattfindet (Fig. 36). 
Fig. 36. Daraus findet sich 


4 


Die partiellen Differentialgleichungen fiir das Innere sind da- 
durch erfiillt. Fiir die Oberfliiche haben wir Folgendes zu beachten. 
Nehmen wir zunichst die Mantelfliiche des Cylinders, so steht die 
auf irgend einem Element von aussen nach innen errichtete Nor- 
male rechtwinklig auf der Richtung der z-Axe, also-ist y= 0. Die 
Gleichungen (2) des §. 88 ergeben danach 
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= — aX, — BX, —0. X,=—0, 
=—aY,—BY,—0.Y,=0, 
—u«Z,—BLZ,—0. Z, = uwoy — Buow. 
Soll die letzte Componente der auf die Mantelfliche wirken- 
den Kraft ebenfalls — 0 sein, so haben wir fiir « und £ die Bedin- 
gungseleichung 


5 
H 
Li 


ay—px=0d0, 
oder, wenn in dér zy-Ebene Polarcoordinaten + und » emngertny 
Peden . 
asin p —-B cos p = 0, 
d.h. der auf der z-Axe rechtwinklige Querschnitt muss ein Kreis sein. 

Betrachten wir fiir diesen Fall noch die Endfliichen des Cy- 

linders, also zwei Ebenen 
e= 2, cai); 

Fiir die erste dieser beiden Ebenen fallt die ins Innere des 
Korpers gezogene Normale mit der Richtung der negativen ¢-Axe 
zusammen, es ist daher « —0, B = 0, y = — 1. Die Gleichungen 
(2) des §. 88 liefern als Componenten der auf die Endflache wir- 
kenden Kraft 


= wy, 
ib he wax, 
Li 0. 


Fiir die zweite Endflache fallt dagegen die ins Innere des 
Korpers gezogene Normale in die Richtung der positiven z-Axe, 
d. h. es ist « = 0, B = 0, y = 1. Folglich erhalten wir fiir diese 


Endfliche 


a = way, 
H = — wor, 
—— 0) 


Daraus ist leicht zu erkennen, dass die beiden Endflachen 
durch entgegengesetzt gleiche Kriftepaare in Anspruch genommen 
werden, 

In einem Querschnitte, dessen Abstand von der xy-Ebene = z 
ist, findet eine Verdrehung um den Winkel wz statt. Dabei ist 
jedoch zu beachten, dass die ganze Betrachtung unendlich kleine 
Verschiebungen voraussetzt. Ist nun die Linge des Cylinders sehr 
gross im Verhiltniss-zum Radius des Querschnittes, so kénnen die 
Verdrehungen eine endliche Grosse erlangen, ohne dass die Tor- 
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sion (d. h. die Dilatation und die Compression der einzelnen Mole- 
kiile) aufhért unendlich klein zu sein. Dann gelten unsere Glei- 
chungen ohne weiteres nicht mehr. Wir kénnen aber diesen Fall 
auf den hier betrachteten zuriickfiihren, indem wir den Cylinder 
durch Querschnitte in solche einzelne Stiicke zerlegen, deren Hohe 
zum Radius des Querschnittes in endlichem Verhaltniss steht. 

Lamé hat hier eine Liicke. 

Man vergleiche iiber dieses Problem den Aufsatz von Kirch- 
hoff in Borchardt’s Journal Bd. 56. 


§:/93: 
Schwingungen einer gespannten Membran. 


Wir wenden uns zu der Betrachtung der Schwingungen 
einer gespannten Membran von constanter Dicke. Die Mem- 
bran ist ein Cylinder von unendlich kleiner Hohe, dessen Mantel 
parallel zur z-Axe ist. Der in halber Hohe durchgelegte Quer- 
schnitt soll mit der « y-Ebene zusammenfallen. 

Auf den Cylindermantel wirkt eine constante Zugkraft, die fir 
das Flachenelement — Fide ist. Fir die Ruhelage kénnen wir 
also auf den §. 91 zuriickgehen und erhalten 

XG ie Vig == | Zoe: 
Nort vShop a 
i == (0), 0. eet Ee UY 


Uy = ax, Vp = ay, Wy = — C2, 
7 Fae) 
2u(34 + Qu)’ 
2ak Fa 


“TF Qu WEAF Bn) 

Die Kraft F soll so gross sein, dass bei der Bewegung die 
elastischen Krafte nur unendlich wenig von denen bei der Ruhe- 
lage abweichen. 

Fiir die Bewegung gelten die partiellen Differentialgleichungen 
(1) des §. 88 und die Oberfliichen-Bedingungen (2). Betrachten 
wir nun die beiden freien Oberflichen der Membran, d. h. die End- 
flachen des Cylinders, so ist fiir diese # — H = Z—0. Fernersind 
«, B, y die Cosinus der Winkel, welche die von einem Oberflachen- 
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element nach dem Innern der Membran gezogene Normale mit den 
Coordinatenaxen einschliesst. Diese Normale steht rechtwinklig 
auf jedem Linienelement ds, das durch ihren Fusspunkt geht und 
in der Oberfliche liegt. Nun sind aber ge oy. oy 

ds’ ds’ ds 
der Winkel, welche das Linienelement ds mit den Coordinaten- 
richtungen bildet. Wir haben also 


adx+t+ Bdy + ydw = 0, 


die Cosinus 


ferner 
Ow Ow 
‘ dw = ae dx + ay dy 
und 
Oe 163-2 == I. 
.Daraus ergibt sich 
ow 
+ oa 
pre Ow? Ow\?, 
Vi+G5) +65. 
ow 
V+) 
Ox Oy 
ah Fl 


a: Ow? Ow 2 
Vi+Gs) +5) 
Hiernach gehen die drei Gleichungen fiir die Oberflaiche in 
folgende iiber 


Ow ow 
Ie gasses at 
Ow Ow 
pineal! oy Gee Te 


Ow ow 
Lame Cite 2a = 0: 


Wir erhalten also, bis auf unendlich kleine Grossen, die ver- 
nachlassigt sind, 


: Ow 
X=, 
ow 

oS tay? 
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Die dritte der Bewegungsgleichungen geht iiber in 
0? w 020 02 w 
o eae =F gar + aye) 
Als Nebenbedingungen des Problems haben wir folgende zu 
beachten. Ks ist 


(2) w = 0 in der Umgrenzung der Membran, 
(3) Ww = f(z,¥) fir t==-0, 
Ow 
(4) a= YG y) ” bea. 
§. 94. 


Rechteckige Membran. Knotenlinien. 


Es sei speciell die Membran ein Rechteck. Ein Punkt im 
Innern sei an die Ungleichungen gekniipft 


Cte; 
b>y>0. 


Wir setzen zur Abkiirzung a = c*. Dann lautet die Aufgabe: 


Eine Lésung der partiellen Differentialgleichung 


02 w 020 2 
<) oS oe) 
zu finden, welche den Nebenbedingungen geniigt 
(2) w = 0 fir « — 0 und x = a, 
~y Y=O, Y=); 
(3) w =f (zy) a) ‘= 0; 
(4) t= Fey). » t=0. 


Als particulire Losung von (1) nehmen wir 
WD = ere t+ By ryt, 


Dadurch wird 


Or w __ 2 oi Clee 8 v 
OA te HOMO ype se? 3 Byi ta 


Es muss also zwischen @, B, y die Relation stattfinden 


yt == 08 (a+ 2) 
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Diese Relation ist von dem Vorzeichen der Grdéssen «, B, y 
unabhangig. Daher ist auch 


ww = (per + geme*) (pi Y + gie-P¥) (+ e-¥4 
eine particulare Losung, wenn «?, B?, y? an die eben gefundene 
Relation gekniipft sind. 


Damit w = 0 werde fiir = 0, muss g = — p sein. Soll 
ferner w = 0 werden fiir 7 = a, so hat man 
e2aa — J, 
d. h. By 
__ mn Vt 
eo 


zu setzen und fiir m eine beliebige ganze Zahl zu nehmen. 
Ebenso ergibt sich aus den Bedingungen: 
UPi== 10) rut yO, 
i 0me- ee —— 0, 
dass man 
OR ae FO 
tana 
Ba b 


setzen muss und fiir m eine beliebige ganze Zahl zu nehmen hat. 
Dadurch erhalten wir 


= m? n? 
y=V-1. on \/™ aL 9? 


und es sind 
- MEL: ny m? n? 
WwW = sin —— sin —— cos ext —_ 
a b a oe b2’ 
USL a, ce MUI hee m? 
WE sit Sim vt sin emt +3 - 


particulire Losungen der partiellen A canis (1), die 
den Bedingungen (2) Geniige leisten. Als allgemeine Losung er- 


gibt sich daraus 
m? 
Ayia © ‘Vieaee : 
Cu. Mae. nay ee sea 
(Dee = > > sin —— sin : 


m=In=1 . mn? n? 
+ Bunn sinent aa + oy 


Nun sind noch die Bedingungen (3) und (4) zu befriedigen. 
Zu dem Ende beachten wir, dass fiir ¢ = 0 
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0 = S15) Any sin or 


m=1 n=1 


ow eS \/ ee mae . nay 
Dew rt) +5 Gr | Bmn sim a ee he 


m=1 n=1 
wird. Aus der Bedingung, dass der erste dieser Ausdriicke = f(a, y), 
der andere — F(z, y) sein muss, ergeben sich dann leicht die 
Coefficienten A,» und B,,,, indem man nach Fourier die Func- 
tionen f(x,y) und F'(x,y) in trigonometrische Doppelreihen ent- 
wickelt. Man erhalt 


a 0 
ids - Mth . AU 
meet hi 7 Sih a dadu, 
0 0 
(it) 


Brn = : : ri x) sin sin "=" dd du. 
mn 
nae at pe. ore 


Sind die Sree fiir oe Anfangszustand so beschaffen, 
dass die Reihe (1) nur ein bestimmtes m und ein bestimmtes n 
enthalt, so ist 


» 
a 


m? n? 
Vere 
a b2 
die Schwingungsdauer. 
Unter derselben Voraussetzung konnen Knotenlinien ent- 


stehen, d. h. Linien, in denen immer w — 0 ist. Wenn nemlich m 
oder m oder beide grésser sind als 1, so ist w = 0 fiir 


eae 28 (m — l)a 
— eS) Tee ES a 


6 (oS 


Die Knotenlinien laufen also den Kanten der Membran parallel 
und zerlegen das Rechteck in congruente Bestandtheile. 
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bo 
OU 
Oo 


by 
Fortsetzung. Quadratische Membran. 


Die eben betrachteten Knotenlinien sind die einzigen, wenn 
das Verhiltniss a? : b? irrational ist. Ist dasselbe aber rational, 
so kénnen noch andere Knotenlinien auftreten. Der einfachste 
Fall ist der des Quadrates, wenn also a = 0 ist. Dann liefert ein 
Doppelglied der Reihe, worin m und n je einen bestimmten Werth 
haben, die Schwingungsdauer 

per 20 ee 
cVmi +n? Vr’ 
wenn Vm? + n2 + 1? = Vr gesetzt wird. Dieselbe Schwingungsdauer 
kann aber noch von anderen Gliedern herriihren, wenn nur 


m? +n? = m? + no = m+ nze=--- 
ist. Es entsteht also die Frage, in welchen verschiedenen Weisen 
dieselbe Zahl r sich als Summe von zwei Quadraten darstellen lasse. 
Um diese Frage beantworten zu kénnen, miissen wir an einige Satze 
aus der Zahlentheorie erinnern. 

Jede reelle Zahl lasst sich nur auf eine Weise in reelle Prim- 
factoren zerlegen. Jede reelle Primzahl von der Form 4” +- 3 
ist auch complexe Primzahl, und jede reelle Primzahl von 
der Form 4% + 1 lasst sich in vierfacher Weise in zwei com- 
plexe Primfactoren zerlegen, nemlich (+ + £7) (+ «— 67) und 
(+6-+«1) (+6 — az). Die reelle Primzahl 2 enthialt die complexen 
Primfactoren: 1 -+ 7 und 1 — 7, oder auch — 1-++-7 und — 1 —4z, 
wenn 7 = V—1 gesetzt wird. . Fir unsern Zweck kommt nur 
eine Zerlegung in Betracht. 

Soll nun die reelle Zahl r tiberhaupt eine Summe von zwei 
Quadraten sein, 


r= m+ nv, 
so kann man sie in Form des Productes darstellen 
r = (m + nt) (m — ni) 
und jeden der beiden complexen Factoren in seine Primfactoren 
zerlegt denken. Ks sei 


m+ ni=(+ Bik (om + hih...g>. gm. 
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und k, k,... p, p, ...modgen absolute ganze Zahlen bedeuten. 
Dann ist 5 
m — nt = (a — Bi)F¥ (aq — Byvym...q?.qe.. 

Darin bezeichnen gq, q, .. . die reellen Primfactoren von der Form 
4n + 3. Man sieht, dass jeder derselben in r nur in gerader Po- 
tenz vorkommt, wenn r als Summe von zwei Quadraten sich dar- 
stellen lisst. 

Die wirkliche Herstellung der complexen Primfactoren von r 
geschieht in folgender Weise. Man zerlegt r in seine reellen Prim- 
factoren und erhalt dadurch die Gleichung 


r= (02 + BY (a? + BM... gr. gn.. 
In diesem Product sind «? + 62, a? + £?,... Primfactoren, die 
nicht unter die Form 4” + 8 fallen, dagegen q, q, . . . Primfac- 
toren von der Form 4n + 3. Die ersteren sind leicht in ihre 
complexen Primfactoren zerlegt, so dass wir dann in dem Producte 


r = (% + Bi)*(@ — Bi)k(m + B11)" (| — a vier Qe es 
jeden einzelnen Factor kennen. 

Hierauf bilden wir ein Product, worin imal der zweideutige 
Factor («+ Bi), kjmal der Pies Factor (% + 6,72), kamal der 
zweideutige Factor (a, + 6,7) u. s. f. vorkommt, und stellen aus 
diesem vieldeutigen Ausdrucke der Reihe nach alle Werthe her, 
die derselbe annehmen kann, d. h. wir disponiren in jedem ein- 
zelnen Factor tiber die Vorzeichen der Grodssen #, so dass alle 
Vorzeichen-Zusammenstellungen erschdpft werden. Dies gibt 
(&K + 1) (hy + 1) (% + 1)... verschiedene Producte. Jedes ein- 
zelne derselben multipliciren wir mit g? . gq... und bezeichnen 
die Resultate der Reihe nach mit m-—+- nd, m, + m4, my + ni... 
Durch Multiplication von je einer Zahl aus dieser Reihe mit 
der ihr conjugirten complexen Zahl ergeben sich dann die Sum- 
men yon je zwei Quadraten, von denen jede — r ist. Aus die- 
sen Ausdriicken wihlen wir die unter einander verschiedenen aus 
und stellen jeder Summe m? + n? die entsprechende n? + m? an 
die Seite, 
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Als Beispiel nehmen wir r = 65 — 5.13. Ks ist 


5 == 22+ 12 = (1 + 22) (1 — 2%), 
13 = 38? + 22 — (3 + 22) (3 — 22), 
also r = 65 = (1 + 2%) (1 — 22) (8 + 22) (8 — 22) 
m +n t= (1+ 22)(8 4+ 27) =—1-+ 87, m+ n?= 12+ 82 
m + mi= (1 + 27)(8 — 24)=  7+42, met ne=P4+# 
My + mi = (1 — 20)(8 + 27) = 9=T—42, met n?=—P4+H 
m; + st = (1 — 27)(38 — 27) =—1— 81, m7 + nf— 12+ 82. 
Nachdem wir so die Aufgabe erledigt haben, die Zahl r in 
jeder moéglichen Weise als Summe von zwei Quadraten darzustellen, 
wenden wir uns wieder zu der Betrachtung der quadratformigen 
Membran und wollen nun die einfachsten Fille durchnehmen. 
Erstens. Es seir = 2. Dann ist m= 1,n = 1. Wir er- 


halten 


Ua uy 
w= sin — sin — (. 


Die Knotenlinien ergeben ee aus fe Gleichung 
Fig. 37. eo. uy 
wines a a 
Sie fallen mit der Begrenzung zusammen 
(Fig. 37). 
Zweitens. Es sei r = 5, also 
== ln S=-2: 
Mm = De ny = af 
20y 
a 


2 w = (Aj, coskt +. By sinkt) sin a sin 


Dee ce Ae ; 
+ (Ay coskt + By, sinkt) sin one sin a 


Dabei ist k — < V5 zu setzen, Soll w — 0 werden kénnen, un- 


abhangig von t, so muss die Function die Form haben 


2UY se a ee 
1 esin 7M 


cia oy Tp my) 
= pe sin —- sim | 


Die Klammer ist — 0 zu. setzen, wenn man die Gleichung der 
Knotenlinien haben will. Wir bringen dieselbe in die Form 


2 sin = sin =Y (0.008 = — + e0¢0s =) =0. 
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Wenn einer der vor der Klammer stehenden Sinus zu Null wird, 
so erhalten wir Knotenlinien, die mit der Begrenzung zusammen- 
fallen. Im Innern liegt eine einzige Knotenlinie, deren Gleichung 


uy OEP eat 
0 C08 7 + e€cos p == 0 

ist. In dem besonderen Falle, dass e = 0 ist, wird y = 5 Fiir 

O=O wird 4 == 5" Fir 0 = — e ergibt sich y = a, und fir 

o = ec erhalten wir y = a — a. Diese vier verschiedenen Formen 


der Knotenlinien sind in Fig. 38 dargestellt. 


Fig. 38. 
e=0 d=0 


pees 
eae 


d=e 
Drittens. Es sei r= 8 = 22-1 22, Die Gleichung der 
Knotenlinien wird 


Laie ny 


Ss ———— 


ee 
son 


woftir man auch schreiben kann 
ee 04 UX 1 
sim — sin my cos — COS a: Sa 0. 
a a a 


Fig. 39. Fir die inneren Knotenlinien haben wir 


cos — cos 4 — 0. 
a a 
Darin sind zwei Linien ausgedriickt, nemlich 
(Fig. 39) 
Lee wae 
“Z=s, Y= oe 


~ 
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Viertens. Es sei r = 10 = 32+ 12= 12+ 32, Wenn 
Knotenlinien vorhanden sein sollen, so muss w von der Form sein 


w= g (t) {a sin = sin 22 AM est ye * sin a 


Die Klammer, gleich Null gesetzt, gibt die oer der Knoten- 
linien. Diese Gleichung bringen wir in die Form 


{ 2 o\ 2 
sin — sin {e (« (cos!) — 1) +e(4( (cos=*) — 1) aa) 
a a a =) 


~ Schliessen wir die Knotenlinien, die in die Begrenzung fallen, 
aus, so bleibt noch 


a( aout) —1)-+e(4 bus =) ile 0. 


Diese Gleichung vereinfacht sich fiir besondere Falle. Fiir 


2 a 24 peLaMeS 6 : 
e = 0 erhalten wir y — py=z° Fir ¢ = 0 ergiebt sich 
‘ Oo 
a 2a aes : ba) LL 
Wes Neate ee era Fiir 6=— e wird cos =H — aE. 60s aa d. h. 


Y= 2,y=—a— x, Fir oe haben wir (cos =) + (cos %2); 


ae Diese vier Fille finden sich in Fig. 40 dargestellt. 


Fig, 40. 
e=0 d=0 


a | 0: 


d=—e : d=e 
Im allgemeinen stimmen die durch Versuche gewonnenen 
Resultate mit der Theorie iiberein. Abweichungen bei hoheren 
Riemann. Partielle Differentialgleichungen. 17 


| 
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Tonen erklaren sich aus der ungleichmassigen Spannung und Dich- 
tigkeit der Membran. 

Betrachten wir eine rechteckige Membran, bei der a2: 6? 
rational ist, also 


Ein Doppelglied der Reihe, fiir welches m und n je einen be- 
stimmten Werth haben, gibt eine Schwingungsdauer 
Van + Bm Vr 
Die Frage, ob mehrere Doppelglieder auf dieselbe Schwingungs- 


dauer fiihren, kommt darauf hinaus, zu untersuchen, wie sich auf 
alle mogliche Weise 


r=an? + Bm? 


setzen lasse, wenn « und 6 gegeben sind. 


§. 96. 


Kreisformige Membran. 


Wir gehen zu der Untersuchung einer kreisformigen Mem- 
bran iiber und legen den Anfangspunkt der Coordinaten in den 
Mittelpunkt des Kreises. Zunichst sollen Polarcoordinaten ein- 
gefiihrt werden 

L = 7 C0S'9, 
yY =r sing. 
Um die partielle Differentialgleichung 
0? w _(C7W , 02 Ww 
Op Gait oy 
so umzuformen, dass statt 7 und y die unabhangigen Variabeln r 
und  auftreten, setzen wir 
a+ yi = §, 


Cyd 6", 


also « = 5(¢ + £/) und y = — 56). 
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Dann findet sich 
ow 1 (2 - i =) 


ee 2 “Oy 
oe =7( ). 
Oboe 4\dn oy 


Nun ist ferner 
€=r(cosp + ising) = re, 
Cla ge, 
Daraus ergibt sich, wenn wir natiirliche Logarithmen nehmen: 
log § =.logr + i, 
log 6’ = logr — gi. 
Folglich haben wir - 


OMe eC = BEY FO . OW 

Of «€ Glogs 26\Ologr — ie) 

O2e) SAPS Os pen Pals / 10740 0? w 
Se Sd Gee aaa) 


Hiernach ist 
0? w OP w __ a 0? w ae), 
02% ' Oy? ~~ r?\Ologr? ' Og? 
und die partielle Differentialgleichung geht dadurch iiber in 


(1) COLES ( mo =") 
ot? ~~ r?\Ologr? | Og?]" 
Die Nebenbedingungen lauten 
(2) Wa fir r = a, 
(3) w=f(r,p) » t=9, 
ow 
(4) yi F(r,g) » t=0. 


Um die partielle Differentialgleichung zu losen, setzen wir 
w= T.R.® und betrachten TZ als Function von ¢ allein, R als 
Function yon r allein, ® als Function von  allein. Dadurch zer- 
fallt die partielle Differentialgleichung in drei gewohnliche Difte- 
rentialgleichungen, nemlich 


@T 
() CPL wT = 0, 
BD id Zt 
(11) rsa 
(it) cea ry 4 UwR=o 


dlogr? 
17* 
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Dass dies richtig ist, erkennt man leicht. Man braucht nur die 
erste Gleichung mit — r? Rh ®:c?, die zweite mit R 7, die dritte mit 
T® zu multipliciren und die Resultate zu addiren, so kommt die 
partielle Differentialgleichung (1) wieder zum Vorschein, wenn man 
beriicksichtigt, dass w = T.R.® gesetzt ist. 
Als particulare Integrale der ersten beiden Differential- 
gleichungen erhalten wir 
f= Cosmet und. == ‘sinu t, 
D = cOsvigin® = smv gy. 
Folglich werden 
w= Reosutcosy g, 
w= Reoosutsmv g, 
w= Rsinutcsvg, 
w= Rsinutsinyy 
particulare Losungen der partiellen Differentialgleichung sein, 
wenn F& an die Differentialgleichung (III) gebunden ist: Damit 
fir p = 0 und y = 2z die Function w denselben Werth erhalte, 
muss v eine ganze Zahl sein. 
In die Differentialgleichung (III) fiihren wir eine neue Va- 
riable ein 


s = =Vs 
Dadurch geht die Gleichung iiber in 


2 @R 
qa”) @ dlog s? 


i) 6 ee 0: 


Kin particulares Integral werde mit 


fr (8) 


bezeichnet und nach Potenzen yon s mit unbestimmten Coefficienten 
entwickelt, Also 
R= yan 8% 


aR 
Swe 2 on 
dlog s? Dian s 


Setzt man dies in die Differentialgleichung ein, so ergibt sich 


Dal’ — vs" + Sass =o, 


oder 


s {a (m2 — v2?) + aya} so” = 0. 
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Soll die Summirung bei » — m anfangen, so ist @n-» — 0, 
folglich muss auch 
m? — yp? — 0 
sein, d. h. 

Mm =a. 
Der Werth m = — vr ist hier nicht zulassig, weil R nicht o 
werden darf fiir r = 0. Es bleibt also nur das particulare Integral 


fi (8) == Sa, 9” 


brauchbar. Die Differentialgleichung gibt danach 


@o 


S On (n? i v2) + Un—2 Ss" = 0, 


Na=vt2 

und sie ist erfiillt, wenn wir fiir jedes m den Coefficienten von s” 
fiir sich = 0 setzen. Dies gibt 
dy (n — v) (n + Vv) = — Ans. 


Danach kodnnen wir auch schreiben 


f(s) = ms” + est? + egrt4 +... 
oO 
— >) Cm S?+2m, 


m=—0 


Cm. 2m.2(v + m) + Cm = 0. 
Die letzte Gleichung, welche den Zusammenhang der Coeffi- 
cienten gibt, wollen wir noch auf beiden Seiten mit 


(— 4)"—1.(v + m — 1)! (m — 1)! 
multipliciren. Dadurch ergibt sich 
(— 4)”. Gm .m! (v + m)! = (— 4)" (m — 1)! (v + m — 1)! Ona, 
und wenn wir diese Gleichung wiederholt angetzen fiir m= 1, 2, 3..., 
so erhalten wir durch Addition 


Cm. (v + m)! m! (— 4)" = c.v! 


€ ist willkiirlich, wir nehmen also c — sai Dann ist 
gv t2m 
A(t aye ek) = — 4)" (vy + m)! ml 
m=0 


Diese Function ist fiir R in die particuliren Losungen 
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w = Reoosutcosrvg, 
w= Reosutsinyvy, 
w= Rsinutcosyg, 
w= Rsinutsiny 
einzusetzen. Wir wenden uns nun zu der Nebenbedingung (2). 
Sie ist erfillt, wenn 


a a : 
ist, oder — was dasselbe sagt — wenn <f eine Wurzel der trans- 


scendenten Gleichung 
fr (8s) =0 

ist. Dass diese Gleichung unendlich viele reelle und keine imagi- 
naren Wurzeln hat, soll demnichst bewiesen werden. Da in f, (s) 
sich s’ als Factor absondern lisst und der andere Factor eine Func- 
tion von s? ist, so entspricht jeder positiven Wurzel eine ebenso 
grosse negative. Ist » von 0 verschieden, so gehort auch s — 0 
zu den Wurzeln der Gleichung. Fiir unsern Zweck kommen in- 
dessen nur die positiven Wurzeln in Betracht. Wir bezeichnen sie 
der Reihe nach mit 

Sy15 Sy2, Sy3) + - + Syn. 
und haben daher allgemein 


C 
i 77 Sirah 


Die allgemeine Losung der partiellen Ditferentialgleichung ist 
hiernach . 


Ayn COS (< Sint) cos v @ 
© @ + Bin cos (< Sys t) sinv 

y 

a) w= SSA (Eom) 
y=on=1 + Cy sin (¢ Sin t) COs V ~ 


+. Dyn sin ¢ Syn t) sin v Y 


Die Coefficienten bestimmen sich aus den Anfangsbedingun- 
gen (3) und (4). Wir haben danach zu setzen 
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f(, 9) = Sr ¢ tn) { Ayn cosv p + By sinv 


v—07— 


F'(r, 9) Ee + anf Z ) {6 cosy p + Dyn sin v9 


v=0n=1 


und diese Entwicklungen zu vergleichen mit den nach Fourier 
hergestellten Reihen 


t(%, 9) Sd cosvp + B, sin v g), 


v=0 


Fv, 9) = Sic COSY p fe D, sinv 9). 


v=0 


Dies gibt zunachst 


A, = Sm te (Gs ah 


n=1 
= c y 
C, = > Cm 5 Son fo( Sin), 
n=1 
. Ss C yr 
D, SS Dyn = Sm if, (- Sin). 


Hier sind nun allerdings die linken Seiten bekannt, wahrend 
rechts in jeder Gleichung die unendlich vielen Coefficienten unbe- 
kannt sind. Dennoch kann man diese sammtlichen Unbekannten aus 
den Gleichungen bestimmen, Dazu ist der schon von Lagrange 
vorgezeichnete Weg einzuschlagen, und zwar in derselben Weise 
wie in §. 73. Es findet sich 


a 


Ans iff (= =)} par =i Ai nife (- Sm) dr, 
0 
. r r 
igs U bi: (Em) dy = fae. as (£ 5m) dr, 


(V) 4 


< Som tf i (< sm) dr =f Cr i = om) dr, 
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Die Richtigkeit dieser Ausdriicke ist bewiesen, sobald gezeigt 
ist, dass fiir » 2 m 


[lism)p(Gou)ar =o 


‘ ‘ - 5 ip . 
sein muss. Wir bezeichnen der Kiirze wegen /, ¢ Sym ) mit R und 
A 7: 4 A 
Ie (< Sm mit FR’. Dabei muss bemerkt werden, dass zu R der 


¢ c 2 
Werth der Constanten « = afm 2 fi’ dagegen uw! = a0 gehort. 
6 


Beachten wir nun die Differentialgleichung (III), so konnen wir 
schreiben 


, ar a) d? 
ue AE PRR tau fae Gfx ss OF logs 
und 
we ; or ar °, aR 
‘ ‘RR eo =n [ne res Ragan 


Diese Aare gelteh fur e320, ang unter derselben 
Voraussetzung sind die Integrale vollig bestimmt und endlich. Fiir 
v = 0 erhalt man oe aus ve pa gc tan (IIL) 


a Ree = at 
‘é Spee Raa og" 


) 


pret @R 
tof RR By oe 
r=0 


und es sind auch die hier auftretenden Integrale vollig bestimmt 


und endlich. 
Durch Integration nach Theilen findet sich 


d? BR’ dk df 
— [Regt g” =f staat 0" 
Das vom Integralzeichen freie Glied fallt weg, da 
dR: pak 


dlogr is var. ff) 
zu 0 wird sowohl fiir r = 0 als fir ry — a. Im ersten Falle, weil 
y = 0 ist, im andern, weil fiir » — a die Function R = 0 ist. 
Ebenso haben wir aber 
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dR 
/ ed 
ane dlogr? ae egr =| rae! % 


und folglich ist allgemein (fiir v > 0 und fiir v — 0) 
ie a sis i) 
2 


T= 
uw? — w’? : sty 3 
Da aber “—,—— verschieden von 0 ist, so kann die letzte 


Gleichung nur bestehen, wenn - 


a 


i rRR dr = 0 
ist, und dieses war zu beweisen. 

Es kann vorkommen, dass in (IV) alle Coefficienten den Werth 
0 annehmen, ausser fiir ein bestimmtes v und ein bestimmtes n. 
In diesem besondern Falle ist w eine periodische Function von ¢. 
Die Schwingungsdauer ist 
204 
C Syn ; 


Dann wird w unter Umstinden zu 0 fiir jedes ¢, d. h. es sind 
Knotenlinien vorhanden. Dies ist zunachst der Fall fiir 


eae Si 


a, 


> 
Sun 


Sve 
ery 


cee eee 


Die letzte dieser Linien ist die Umgrenzung der Membran, die 
wibrigen sind concentrische Kreise. 
Ks treten aber noch andere Knotenlinien auf, wenn 
Ane G 
Bie: 
Denn unter dieser Voraussetzung lasst sich w in die Form 
bringen 
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w= (t).(pcosve + Hn siny g)f.{ = ohh 


9 (1) = pcos mt + q8in~ Synt. 
Wir konnen einen Hiilfswinkel w einfiihren durch die Gleichung 
se 


n 
Dann wird in dem Ausdrucke fir w der Factor 


pi cosvg + asinvgy = 0 


tgvy = 


fiir 
p= y, 
1 
= + ss % 
20 
Ama aR 


Dies gibt also radiale Knotenlinien. 


8. 97. 


Fortsetzung. Die transscendente Gleichung 


1 m 
Ps (— a s*) sv 
> : = 
—=m!(m + »)! ; 


Ks bleibt noch die transscendente Gleichung 
(1) fy (s) = 0 
zu discutiren. Die Function 
1 ™m 
eo’ 
2, (-7") 


(2) y =f, (s) ee cer rm 


m=0 


ist, wie schon bewiesen, ein Integral der Differentialgleichung 


" ay 5 
(3) dlogs? a (s? a y)y = 0. 
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Ks sei zunichst v von 0 verschieden. Wir nehmen logs zur 
Abscisse, y zur Ordinate einer ebenen Curve (Fig. 41), deren Ver- 


- Fig. 41. 


lauf zu untersuchen ist. Jeder Stelle, an welcher die Curve die 
Abscissenaxe schneidet, entspricht eine positive reelle Wurzel der 
transscendenten Gleichung. Zunichst ist zu beachten, dass 

dy d?y 

dlogs me dlogs? 

endlich sind fiir jedes endliche s, weil die Reihen, durch welche 
diese Functionen dargestellt werden, fiir jedes endliche s con- 
vergiren. 


Ys 


dy 
0, dlogs 
Die Curve hat also die negative Abscissenaxe zur Asymptote. Lassen 
wir dann logs von — an die Zahlenreihe in der Richtung nach 
-+ o hin durchlaufen, so nimmt s von 0 an wachsend alle positiven 
Werthe an. So lange nun s < » ist, hat vermége der Gleichung 


Nehmen wir logs = — o, so ists =0, y= 


2 
(3) as dasselbe Vorzeichen wie y. Fiir sehr kleine positive s 


hangt aber das Vorzeichen der Function y von dem ersten Gliede 
ab, ist also positiv, und die Curve liegt zuniichst oberhalb der 


Abscissenaxe. Die Ordinaten wachsen, weil Tos anfangs — 0 und 


positiv bleibt, d. h. so lange 


d?y 
d log s? aR 
s << v ist, kehrt die Curve der Abscissenaxe ihre convexe Seite zu. 


dy 
5 positiv ist. So lange ene 


apes as 
An der Stelle s = v sind y und noch positiv, ings ==; 


dy 
dlogs 
; fortwihrend entgegengesetzte Zei- 


d?y 
dlog s? 
zuniichst negativ, die Curve liegt concay gegen die Abscissenaxe 


—_ 
dlog 


chen. Nach Ueberschreitung der Stelle s = v ist demnach 


Fir s > v haben y und 
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und hat daher bei s = v einen Inflexionspunkt. Von da an nimmt 
we: Y stetig ab und erreicht also an einer bestimmten Stelle den 
Werth 0. Bis dahin haben die positiven Ordinaten noch immer 
zugenommen, an dieser Stelle selbst liegt das erste Maximum der 


negativ, die Ordinaten nehmen stetig 


Curve. Nun wird auch ay 
dlogs 
ab, und wir erreichen eine Stelle, wo y = 0 wird, die Curve dem- 


nach (da 7 


— <0 bleibt) aus dem Positiven ins Negative tiber- 


d? ie 
Ge » mit y 


zu Null wird, d. h. dass bei jedem Durchgange der es durch 
die Abscissenaxe Inflexion stattfindet. 
Die Curve liegt nun zunichst unterhalb der Abscissenaxe 


geht. Zugleich ist zu bemerken, dass fiir s > v stets 


und entfernt sich vorlaufig von ihr, da Ti J s < 0 ist. - Der ab- 


solute Werth von nimmt aber fortwihrend ab, da der zweite 


dy 
dlogs 
Differentialquotient positiv ist. Es muss also an einer bestimmten 
dy 
Stelle Bisa 


die Curve ihre grésste Entfernung unterhalb der Abscissenaxe. Die 


durch 0 hindurchgehen und positiv werden. Hier hat 


2 
absoluten Werthe der Ordinaten nehmen yon da an ab, weil Tae 
5 


Alb ice wachsende positive Werthe annimmt. 
Die Curve nahert sich der Abscissenaxe wieder und durchschneidet 
sie an einer gewissen Stelle zum zweiten Male. Von da an wird y 


positiv bleibt und daher 


ee bleibt vorlaufig positiv, aber mit 
stetig abnehmenden Weed Daraus erkennt man, dass die Curve 
auf der positiven Seite sich zunachst von der Abscissenaxe ent- 


fernt und dass ihre Ordinate .ein Maximum erreicht, sobald das 


a?4 
positiv, 7 aga negativ, 


abnehmende 5 bet dem Werthe 0 angelangt ist. Von da an 


dy 
dlog 


wird ; negatiy, die Ordinaten nehmen also stetig ab, und die 


dy 
d log 
Curve rift an einer bestimmten Stelle die Abscissenaxe aufs Neue. 
Man sieht leicht, dass der Lauf vom ersten bis zum dritten 
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Schnittpunkte sich unaufhorlich wiederholt. Stets wird von einer 
Durchgangsstelle an die Curve zunichst sich von der Abscissen- 
axe entfernen, eine grdésste Entfernung erreichen, von da an sich 
der Axe wieder nihern bis zu einem neuen Schnittpunkte. Damit 
ist bewiesen, dass die Gleichung 


fils) =0 
unendlich viele reelle Wurzeln hat. 

Fir v = 0 sind dieselben Betrachtungen anzustellen und: 
fiihren, abgesehen von dem Ausgangspunkte, zu denselben Resul- 
taten. Fiir s = 0, also logs = — o ist y=, also positiv. 
Die negative Abscissenaxe ist nicht Asymptote und die Curve ver- 
lauft von Anfang an concav gegen die Abscissenaxe. 

Setzen wir s = s‘7, so geht die Gleichung (2) iiber in 


1 m 
[c) G s! 3) 


o* [— Pf (St) — 8” 5, 
Ca) J eh OD) : seal + v)! 
und die Gleichung (3) in 

* ay! 2 2\44' == 
(3 ) dlogs’? (s + v)y'= 0. 


In (2*) besteht die Summe aus lauter positiven Gledern, sie 
kann also nie den Werth 0 annehmen. Der Factor s’” kann = 0 
werden, wenn v > 0, jedoch nur fiir s’ — 0. Es gibt also keine 
rein imaginire Wurzel der Gleichung (1). Dasselbe geht aus der 
Gleichung (3*) hervor, denn diese zeigt, dass die Curve stets con- 
vex zur Abscissenaxe liegt, ihre Ordinaten wachsen mit wachsen- 
dem s', sie kann also fiir positive Werthe von s’ die Abscissenaxe 
nicht schneiden. 

_ Auch complexe Wurzeln-kann die Gleichung (1) nicht haben. 
Denn angenommen, es sei « + 67 eine Wurzel, so miisste auch 
# — $7 eine Wurzel sein. Setzen wir dann 


y 
f(=(@+Bi)) = B. 
yr : ; 
f.(=(a— Bi) = B 
so sind & und R conjugirte complexe Grossen. Zu R gehort 


i < (a + 62), zu R' dagegen w' = - (a — Br). 
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Nun lasst sich wie im vorigen §. nachweisen, dass 


a 


frRRa =0 


0 
sein miisste. Dies ist aber unmoglich, da # FR’ gleich der Summe 
von zwei Quadraten ist, die nicht fortwahrend = 0 sind, wenn r 
das Intervall von 0 bis @ durchliuft. Folglich ist die Annahme, 
es konnte a + £2 eine Wurzel der Gleichung (1) sein, nicht 
zulassig. 


Anmerkung. Die Untersuchungen yon Poisson her Elasticitaét finden 
sich in drei Abhandlungen: 

Mémoire sur l’équilibre et le mouvement des corps élastiques. (Mém. de 
VAcadémie, T. 8. Paris 1829.) 

Mémoire sur les équations générales de l’équilibre et du mouvement des 
corps solides élastiques et des fluides. (Journal de l’Ecole polytechnique. 
Cahier 20. Paris 1831.) 

Mémoire sur léquilibre et le mouvement des corps cristallisés. (Mémoires 
de Académie, T. 18. Paris 1842.) 

Ferner sind zu beachten die betreffenden Abschnitte in dem Traité de 
Mécanique. 

Die Torsion ist von De Saint- Venant behandelt in zwei Aufsitzen (Mé- 
moires des savants étrangers, T. 14. Liouville, Journal. Série 2. T. 1). 

Endlich sind noch die. Lehrbiicher von Lamé, Clebsch und Beer zu 
nennen (Lamé: Legons sur la théorie mathématique de Vélasticité des corps 
solides. Paris 1852, — Clebsch: Theorie der Elasticitaét fester Korper. Leip- 
zig 1862. Beer: Hinleitung in die mathematische Theorie der Elasticitat 
und Capillaritat. Leipzig 1869). 


Sechster Abschnitt. 


Bewegung der Flussigkeiten. 


I. Allgemeine Gleichungen der Bewegung. 


§. 98. 


Princip der Hydrodynamik. Priacisirung der Aufgabe. 


Wir werden uns jetzt noch beschaftigen mit der Bewegung der 
compressibeln und der incompressibeln Fliissigkeiten. Zunichst 
miissen wir die Grundgleichungen aus den Principen der Hydro- 
dynamik ableiten. Das Princip der Hydrostatik ist, dass der 
Druck in einer Fliissigkeit von allen Seiten derselbe ist. 
Fiir das Gleichgewicht ist dieses Gesetz experimentell bewiesen. 
Ob es auch noch bei der Bewegung stattfinde, weiss man nicht, 
setzt es aber auch da voraus. 

Das Maass des Druckes wird auch hier bezogen auf die Einheit 
der Fliche. Denken wir uns also in der Fliissigkeit ein unendlich 
kleines Raumelement, etwa ein unendlich kleines rechtwinkliges 
Parallelepipedon. Die an ein Oberfliichenelement angrenzende 
Flissigkeit iibt rechtwinklig gegen dieses Oberflichenelement eine 
gewisse Kraft auf das mit Fliissigkeit erfiillte Parallelepipedon aus. 
Zerlegen wir nun die Flacheneinheit in Elemente, die simmtlich 
dem eben betrachteten Oberflichenelement gleich sind und lassen 
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rechtwinklig gegen jedes Element die eben erwihnte Kraft cin- 
wirken, so nennen wir die gesammte Kraft, welche auf die Flichen- 
einheit ausgeitibt wird, den Druck. Oder mit anderen Worten: 
man erhilt den Druck auf ein Flachenelement, indem man die 
ausgeitibte bewegende Kraft durch den Flicheninhalt des Elemen- 
tes dividirt. 

Man kann sich nun entweder die Aufgabe stellen, jedes Theil- 
chen der Fliissigkeit im Laufe der Zeit zu verfolgen, oder (im 
Gegentheil) die Bewegung zu untersuchen, welche an irgend einem 
Punkte der Zeit nach vor sich geht. Im ersten Falle fragt man 
nach der Bewegung und der Dichtigkeit eines einzelnen Theilchens 
zu irgend einer Zeit, im andern Falle nach dem Zustande, welcher 
in Beziehung auf Bewegung und Dichtigkeit zu irgend einer Zeit 
an einem Orte stattfindet. Wir wollen den zweiten Weg ein- 
schlagen. : 

Es werde alles auf rechtwinklige Coordinaten bezogen. Als 
Unbekannte sollen angesehen werden: die Dichtigkeit @ an irgend 
einer bestimmten Stelle und zu irgend einer bestimmten Zeit, d. h. 
als Function von 2, y, 2, ¢; dann ferner die Richtung der Bewegung 
und die Geschwindigkeit an irgend einer Stelle zu irgend einer 
Zeit, d. h. die drei Componenten der Geschwindigkeit wu, v, w, eben- 
falls als Functionen von 2, y, 2, t. Bei den incompressibeln Fliissig- 
keiten vereinfacht sich die Frage, insofern die Dichtigkeit @ con- 
stant ist. 


§. 99, 


Geometrische Relation zwischen g, wu, v, w. 


Zunichst findet rein geometrisch eine Relation zwischen g, u, 
v, w statt. Wir:nehmen irgend ein Flaichenelement und suchen 
zu bestimmen, wie viel Fliissigkeit durch dasselbe in einem Zeit- 
element hindurchgeht, also ganz iihnlich wie bei der Bewegung der 
Warme. Wir wollen zunachst voraussetzen, dass die ganze fliissige 
Masse sich mit derselben Geschwindigkeit in derselben Richtung 
bewege. Das Flachenstiick liege rechtwinklig zur Axe der x. Wir 
machen es (Fig. 42) zur Grundifliiche eines Cylinders, dessen Axe 
parallel mit der Richtung der Bewegung sein soll. Die zur Grund- 
flache parallele Gegenfliche liege im Abstande h von derselben, 
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und zwar soll die Hohe h des Cylinders so gewiihlt werden, dass 
die Endflachen auf der Axe die Liinge des Weges s abschneiden, 
welchen jedes Fliissigkeitstheilchen in der Zeit § durchliuft. 
Dann ist h die Projection von s auf der z-Axe. Bezeichnen wir 
mit w die Geschwindigkeit der Fliissigkeitstheilchen und mit w 
die Componente derselben parallel der ~-Axe, so ergeben sich die 
beiden Gleichungen 


ui h 
as eas. 
s 
0 -—— Q > 
und daraus folgt 
h = uw. 


Die Fliissigkeitsmenge, welche in der Zeit () durch die Grund- 
flache 4 des Cylinders hindurchgegangen ist, fillt den Cylinder 
gerade vollstandig aus. Denn die Flissigkeitstheilchen, welche 


Figo. 42. 


yen 
ie 


anfangs in der Grundfliche sich befanden, sind nach der Zeit 6 
gerade in der parallelen Gegenfliiche angekommen. Wir finden 
also diese in der Zeit @ hindurchgegangene Fliissigkeitsmenge, in- 
dem wir den Inhalt des Cylinders yh mit der Dichtigkeit @ der 
Fliissigkeit multipliciren. Benutzen wir aber die eben gefundene 
Gleichung fiir h, so zeigt sich, dass 


R 


uzoe 
die Fliissigkeitsmenge ist, welche in der Zeit § durch das zur 7-Axe 
rechtwinklige Flachenelement ‘y hindurchgegangen ist. D, h. man 
hat den Inhalt des Flichenelementes mit der Zeit und der Dichtig- 
keit zu multipliciren und mit der auf dem Flachenelement recht- 
winkligen Componente der Geschwindigkeit. 


Riemann. Partielle Differentialgleichungen. 18 
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Nehmen wir jetzt ein rechtwinkliges Paralielepipedon (Fig. 43), 
dessen Kanten dx, dy, dz den Coordinatenaxen parallel laufen, 
und fragen nach der Fliissigkeitsmenge, welche sich in der Zeit dt 

Fig: 43. 


Z 


durch die sechs Begrenzungsflichen hindurchbewegt. Daraus lasst 
sich dann der Zuwachs an Fliissigkeitsmenge berechnen, den das 
Innere des Parallelepipedon in der Zeit d¢ erfahrt. Rechtwinklig 
zur z-Axe liegen zwei Flachen, jede vom Inhalte dydz. Die erste 
geht durch den Punkt z, y, z, die andere durch den Punkt « + dz, 
y, 2 Durch die erste stromt in der Zeit dt die Flissigkeitsmenge 
oudydzdt 
und zwar in der Richtung von aussen nach innen, Durch die 
andere strémt in der Zeit dt die Fliissigkeitsmenge 
(ow + wee i) dy dz dt 


aber in der Richtung von innen nach aussen. Folglich erleidet 
dadurch das Innere des Korperelementes einen Zuwachs an Fliissig- 
keitsmenge 


_ _ (ew) 
Sie ie ie dadydz dt. 
Ebenso finden wir, dass 


_ &(er) 
By didydzdt 


oi — da dydedt 
die Zunahmen der Fliissigkeitsmenge sind, welche von dem Durch- 
strémen durch die zur y-Axe und resp. zur ¢- Axe. rechtwinkligen 
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Begrenzungsflachen herriithren. Die gesammte Zunahme der 
Flissigkeitsmenge im Innern des Parallelepipedon ist also 


= — (ee + u) aa ae AC (ow) da dy dz dt: 


Dieselbe lasst sich aber ae noch anders ausdriicken, Das Pa- 
rallelepipedon enthalt nemlich zur Zeit ¢ die gesammte Fliissig- 
keitsmenge 


odzdy dz, 
und in diesem Ausdrucke ist @ als Function von 2, y, 2, ¢ anzu- 
sehen. Bleiben wir also an derselben Stelle und lassen ¢ um dt 
AES so andert sich die Fliissigkeitsmenge um 


28 andy deat. 


Folglich erhalten wir durch Gleichsetzung beider fiir die Zu- 
nahme ete Ausdriicke die Gleichung 


oo 4 Sten) 4 200) | teu) Lg 


8. 100. 
Die allgemeinen Bewegungsgileichungen. 


Beriicksichtigen wir jetzt einen Augenblick auch die andere 
Frage, an welcher Stelle des Raumes zur Zeit ¢ + dé sich das 
Theilchen befinde, welches zur Zeit ¢ im Punkte (2, y, 2) angelangt 
war. Dieser Punkt hat die Seitengeschwindigkeiten w, v, w, und 
folglich bewegt sich das Theilchen in der Zeit dt um die Strecken 
udt, vdt, wdt parallel den Coordinatenaxen. Zur Zeit ¢ + dt be- 
findet es sich also im Punkte (wv + uwdt, y + vdt, 2 + wdt), und 
seine neuen Bae eran ts sind 


w(t a taye tant) 
Tee daa tay" or 1) a 
ie +(3 428 +3 eae on w) at. 


Die Accelerationen sind also, ta den drei Coordinatenaxen, 
respective 
18* 
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Ou Ou Ou Ow 
ot hee oat Way “eet 
Ov i Op ace | ps 
Ot Ou Oy 02’ 
ow ow at 9 ou. 
Ot at bers lie 


Zur Zeit t war im Punkte (a, y, 3 die ca © ='@. Sie 
ist fiir dasselbe Fliissigkeitstheilchen nach Ablauf der Zeit ¢ + dt 
iibergegangen in 

. + (<8 ! cents ee + cow) at 

Es kommt nun darauf an, die ee Krafte auszudriicken, 
welche auf das mit Fliissigkeit erfiillte unendlich kleine Parallel- 
epipedon einwirken. Die dusseren beschleunigenden Krifte be- 
zeichnen wir mit X, Y, Z Ausser ihnen kommen noch die Druck- 
krifte in Betracht, welche die benachbarte Fliissigkeit auf das 
Parallelepipedon ausiibt. Wir bezeichnen den Druck im Punkte 
(x, y, 2) mit p. Dann handelt es sich um die Druckkrafte, welche 
rechtwinklig gegen die sechs Begrenzungsflichen einwirken. Recht- 
winklig auf der Richtung der x stehen zwei Seitenfliichen, jede 
vom Inhalt dydz. Die erste geht durch den Punkt (2, y, 2), die 
andere durch den Punkt (a -+- dz, y, 2). Auf die erste wirkt daher 
in der Richtung der wachsenden x die Druckkraft 

p dy dz, 
auf die andere dagegen in der Richtung der abnehmenden z die 
Druckkraft 


(+52 ie) dy dz. 


Die gesammte Druckkraft, welche also in der Richtung der 
wachsenden # das Parallelepipedon zu bewegen strebt, ist demnach 


=— As dady dz. 
Ebenso erhilt man | 


als die Druckkriifte, welche resp. in der Richtung der wachsenden 
y und der wachsenden ¢ auf das Parallelepipedon ausgeiibt werden. 
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Die dem Parallelepipedon eingepriigten bewegenden Kriifte 
liefern also parallel den Coordinatenaxen die Componenten 


- Op 
(ex — <b) de dy de, 


Op 
(oY — st) andy de, 


Op 
(02 — =z) dx dy dz. 

Nach dem Princip d’Alembert’s haben wir die mit der Masse 
multiplicirten Accelerationen um diese eingepriigten bewegenden 
Krafte zu vermindern und die Differenzen — 0 zu setzen. Dadurch 
ergibt sich 


1 Op Ow Ow Ou Ou 
1 Se ey em LLY Wir a Biol le 
© Aue aoa Dae oe Ce are 
lop Ov Ov Ov Ov 
2 =a = Y— SS — a 
(2) Buea oi. 7 UheSRL ae oy ee 
lop Ow Ow ow Ow 
3 a ie 
(3) 004 4G ot "Oa "By 8a. 


Als vierte Gleichung kommt die im vorigen §. abgeleitete Re- 

lation zwischen @, uv, v, w hinzu, nemlich 
00 , 0(eu) O(ov) , O(ow) _ 
e ot | Ox 4 oy | OZ Si, 

Diese vier partiellen Differentialgleichungen gelten sowohl fiir 
compressible als fiir incompressible Flissigkeiten. Das Unter- 
scheidende ist in einer fiinften Gleichung noch hinzuzufiigen. Die 
fiinfte Gleichung muss einen durch Experiment zu erforschenden 
Zusammenhang zwischen Druck und Dichtigkeit geben fiir com- 
pressible Fliissigkeiten. Sie sagt dagegen fiir incompressible 
Fliissigkeiten aus, dass die Dichtigkeit constant ist. Danach lautet 
die fiinfte Gleichung 

fiir compressible Fliissigkeiten: 


(5) p = £(Q); 
fiir incompressible Fliissigkeiten dagegen: 
(5a) “o = const. 


Man kann aber fiir incompressible Fliissigkeiten die Gleichung 
(5a) mit (4) verbinden. Es folgt nemlich aus der Gleichung (5a) 
sofort, dass das Differential von @ gleich Null sein muss, d. h. | 
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0@ 0@ 6@ 019? Mis 
ase a eee e—- ( 
Fihrt man in (4) die Differentiation aus, so erhalt man 
0@ 0@ 0@ 0@ 
Roa eee 


OU Ov Ow 
und dies, mit der vorigen Gleichung verbunden, gibt fiir incom- 


pressible Fliissigkeiten: 
OU OUR, OW 


§. 101. 


Vereinfachung beim Vorhandensein einer Potential- 
function. 


Die partiellen Differentialgleichungen (1), (2), (3) des vorigen 
§. lassen sich zu einer einzigen Gleichung zusammenziehen, wenn 
die Componenten der dusseren beschleunigenden Kriafte X, Y, Z 
die nach den Coordinaten genommenen partiellen Derivirten einer 
Function V des Ortes sind, d. h. wenn die Gleichungen gelten 


(a) | whee eg 


Dieser Fall, der in der Natur eine wichtige Rolle spielt, soll 
jetzt besonders behandelt werden. 
Wir setzen zur Abkiirzung 


OU ou . OU Ow 
Dia uidieou lik Oman wt 
On) Ov Ov Cv 

(b) Ohi ee awa ae 
ow Ow ow Ow 
Oa te eee og. Lee = Rf. 
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Multipliciren wir die Gleichungen (1), (2), (3) des vorigen §. 
der Reihe nach mit dz, dy, dz und addiren, so ergibt sich 
fiir compressible Flissigkeiten: 


av — a ()(52 du + 7¢ ody + 52 dz) 
(¢) Pde Ody an 


dagegen fiir incompressible Fliissigkeiten: 


av — = (ce de + Pay + 2 4 dz) 
* 

8) gee Git Rae 

In beiden Fallen ist der Ausdruck auf der linken Seite vom 
Gleichheitszeichen ein vollstiindiges Differential. Folglich muss auch 

Pd«+ Q@dyt+ Rdz 

ein solches sein, d. h. bei dem Vorhandensein einer Potentialfunc- 
tion V, aus welcher die Kraftcomponenten X, Y, Z sich durch die 


Gleichungen (a) ableiten lassen, sind die Functionen P, Q, R an 
die drei partiellen Differentialgleichungen gekniipft: 


aP 2g _ 
oy eae Pah 
COR eer 

(d) Ga og aie 
aR _ oP 
Ox 04 


Fihrt man an P, Q und FR die Differentiationen wirklich aus, so 
sieht man, dass die drei Gleichungen (d) jedenfalls dann zu Stande 
kommen, wenn fiir jedes Fliissigkeitstheilchen zu jeder Zeit 


Ou Ov 
By oe 
Ov Ow 
(e) Daou. 
aw Ou _ 
Omen 08.45 


In diesem Falle ist 
udu + vdytwdz=—dg 
ein vollstindiges Differential, und wir haben 
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ma oF, v=o w =F, 
Pao [S+ smtp etw), 
(f e=p[ats@tet~), 
R= (S450 +o + wy]. 
Die Gleichungen (c) und (c*) lassen sich dann integriren, und 


man erhilt 
fiir compressible Flissigkeiten : 


0 uN g dpd T 
Q@ +ywtetwav— fess, 


do 


dagegen fiir incompressible Fliissigkeiten: 
O) Gty@+oepmav—24n 


Die Integrationsconstante J ist von z, y, ¢ unabhiingig, kann 
aber noch eine Function von ¢ sein. 

_Es fragt sich nun, unter welchen Umstiinden bei dem Vor- 
handensein einer Potentialfunction V die Gleichungen (e) fiir jedes 
Fliissigkeitstheilchen zu jeder Zeit erfiillt sind. 

Wir setzen zur Abkiirzung 


Oz oy 7 
ow Ou ; 
ox 02 ) 
OU = EO as 
COR cea 


Die Gleichungen (d) lassen sich dann folgendermaassen schreiben 
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age Peek 
uA ow Ow 
+3 st a aac 
ph ge tug 


ov ed a Ow Ow. 
HGS ae 


fe Ov Ov 6 OnE 
tee qk wy 98 ars 6. re 


Wenn nun fir oe ein Fliissigkeitstheilchen zur Zeit ¢ die 
Gleichungen (e) erfiillt sind, so vereinfachen sich fiir eben dieses 
Theilchen die Gleichungen (d) zu den folgenden: 


Che ox Or Chea 
aE oe | oe | wr 
oY OME et OD Oy sre 
Ot alee | "Oy ! Ww Fy tem 
C4, 28 i eh ae 
aE Uae Pie, Reap? 


Daraus erkennt man, dass fiir eben dieses Fliissigkeitstheilchen 
auch diejenigen Werthe gleich Null sind, welche die Functionen 
r, y, 4 zur Zeit ¢ + dt besitzen. Derselbe Schluss lasst sich dann 
fortwihrend wiederholen, und wir gelangen dadurch zu dem wich- 
tigen Satze: 

Wenn die Componenten der jiusseren beschleunigenden Kriafte 
die partiellen Derivirten einer Potentialfunction V sind [Gleichun- 
gen (a)| und die Seitengeschwindigkeiten w, v, w irgend eines 
Fliissigkeitstheilchens in einem gegebenen Zeitmoment den Gleichun- 
gen (e) Geniige leisten, so gelten fiir eben dieses Flussigkeitstheil- 
chen die Gleichungen (e) auch zu jeder spiiteren Zeit. 

Wir wollen mit w, vo, wo’ die Werthe von wu, v,w zur Zeit =0 
bezeichnen. Diese Anfangswerthe der Geschwindigkeits-Com- 
ponenten sind Functionen von 2, y,z. Wir wollen voraussetzen, dass 
sie fiir jedes Fliissigkeitstheilchen den partiellen Differentialgleichun- 
gen gentigen: 
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a Pe", 
Oy Ox 
. 0 U% OW) __ 
(g) Bera soysT 
Ow _— Oto = 0 
Ox Ct are ae 


Dann sind bei dem Vorhandensein einer Potentialfunction V die 
Gleichungen (e) zu jeder spiiteren Zeit fiir jedes Fliissigkeits- 
theilchen erfiillt, und in Folge davon kommen die Gleichungen 
(1) und resp. (I*) zu Stande. 


Il. Fortpflanzung der Schwingungen in einem com- 
pressibeln (elastischen) Medium. 


§. 102. 
Ableitung der partiellen Differentialgleichungen. 


Wir wollen zuniichst die fusseren Krifte X, Y, Z gleich Null 
nehmen, also namentlich auch von der Schwere der compressibeln 
Masse abstrahiren. Die Masse sei im Gleichgewicht homogen. 
Das Gleichgewicht soll nur wenig gestort werden, so dass wir 


: ; : Ou 
u, v, w als unendlich klein ansehen und Producte wie w ee als un- 


endlich klein in zweiter Ordnung im Vergleich zu den unendlich 
kleinen Gréssen erster Ordnung vernachliissigen diirfen. Dann 
reduciren sich die Gleichungen (1), (2), (3) des §. 100 auf folgende: 


£0 Dita an 0 
eon 08’ 
LO Pen fv 
@oy Ot’ 
LOOT ity CW 
Giee ca ok, 


Die Dichtigkeit beim Gleichgewichtszustande sei 4, wiihrend @ 
die verainderliche Dichtigkeit ist, welche sich aber nur sehr wenig | 
von 4 unterscheiden soll, Wir setzen demnach 
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Qpaeee. 
> ae 


und yerstehen unter s einen sehr kleinen Bruch, von welchem die 
hoheren Potenzen auch vernachlissigt werden kénnen, Diesen 
Bruch s nennt man die Condensation, wenn er positiv ist, die 
Dilatation, wenn er negativ ist. 

Da nun p = ®(gQ) ist, so haben wir 


Ee ag es ew | 
Q oe ig oe Sad oe OO 
ny Ty und in ®'[4(1 + s)| darf s gegen die Kinheit ver- 
nachliassigt werden, so dass wir cbnd 
Ly tat se 0s 
ee (Ne 


- @' (A) ist positiv, da der Druck mit der Dichtigkeit wichst. Wir 
setzen also ®'(4) = a? und erhalten nun statt der Gleichungen 
(1), (2), (3) des vorletzten §. 


0s Ou 
Ye St bee 
(1) "0a Ot’ 
AOae ie Oe 
(2) wx ai aR? 
0s Ow 
ty i OU 
@) Cr ae 
Um die Gleichung (4) des §. 100 umzuformen, beachten wir, dass 
OOH 1 Os 
Ot ety a , 
0(@ W) uw) 0 (su) 
; es a5 x air Ox 
ist, und dass ee als unendlich klein im Vergleich zu a ver- 


nachlissigt werden kann. Bilden wir in derselben Weise die Diffe- 


rentialquotienten g . und oe so geht die Gleichung (4) des 


§. 100 tiber in 
(4) 


Ss xv 
Die aie: (1), (2), (3), ie in aah de vorliegenden ver- 
einfachten Form kénnen wir leicht so combiniren, dass sie nur eine 
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einzige abhiingige Variable enthalten. Wir brauchen nur (1) nach 
« za differentiiren, (2) nach y, (3) nach z und (4) nacht. Sub- 
‘stituiren wir dann in die letzte Gleichung, was nach den drei 
ersten gleich 


ist, so ergibt sich 
0? 8 0? § O23) .1078 

() on a (oa + 393 oy? a ~ 
Diese partielle Differentialgleichung ist von derselben Form, 
wie bei dem Problem der schwingenden Saiten und der schwin- 
genden Membranen. Nur sind dort zwei und resp. drei unabhan- 
gige Variable vorhanden, hier dagegen vier. In ahnlicher Weise 
hatten wir bei den Untersuchungen iiber die Bewegung der Warme 
im einfachsten Falle zwei unabhingige Verianderliche und in dem. 
complicirtesten Falle vier, nemlich, gerade wie hier, die Zeit ¢ und 
die drei Raumcoordinaten 2, y, 2 

Ueberlegen wir nun, was gegeben sein muss, und welchen 
Weg wir einzuschlagen ten. um zur Losung der Aufgabe zu 
gelangen. Als direct gegeben diirfen wir den Anfangszustand des 
Mediums voraussetzen, d. h. fiir t = 0 die Componenten %, Vp, Wo 
fiir jeden Punkt, und ebenso die anfingliche Condensation so. Die 
vollig bestimmte Losung der partiellen Differentialgleichung (1) 
erfordert aber noch die Kenntniss des Differentialquotienten 2 
zur Zeit t= 0. Dieser liasst sich vermoge der Gleichung (4) aus 
den gegebenen Functionen 2, vp, wo ableiten, nemlich 


(3 WML UY 
Ot Ox oy 0@ 
t=0 


Zunichst werden wir nun die allgemeine Lésung der par- 
tiellen Differentialgleichung (I) aufsuchen und in ihr die willkir- 
lichen Constanten so bestimmen, dass fiir t = 0 die Function s 
und ihr Differentialquotient nach der Zeit = ; 
Functionen iibergehen. Ist diesen Bedingungen entsprechend s 
bestimmt, so finden sich w, v, w mit Hiilfe der Gleichungen (1), 
(2), (3) durch einfache Quadratur, Es ergibt sich 


in die gegebenen 


§. 103. Schall in einer unendlichen Rohre. 985 


t 


: 0S 
=U — a? | —dt 
0 [= o) 


0 
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vam —a@ fat, 


0 
"9 
Os 
w= ay — a? f dt. 
SO 
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§. 103. 
Fortpflanzung des Schalles in einer unendlichen Rohre. 


Ehe wir das Problem in seiner Allgemeinheit behandeln, wollen 
wir den speciellen Fall vornehmen, in welchem alle Bewegungen 
einander parallel sind, also nur eine Raumcoordinate in Betracht 
kommt. Dieser Fall zeigt sich bei der Fortpflanzung des Schalles 
in einer Rohre. Es soll dabei auch die anfangliche Condensation 
nur von w abhangen und v) — 0, w) =O sein. Dann wird die 
Function s nur von x und ¢ abhiingig sein, ebenso w nur von x und 
¢ und es wird zu jeder Zeit v — 0, w = 0. 

Die Aufgabe spricht sich aus in den beiden partiellen Diffe- 
rentialgleichungen 


Ou Os 
(1) Ot oF a On aa 0, 
0s OU 
(2) AA as Ga 
Aus ihnen leiten wir die eine Gleichung her 
OE 07s 
(8) 5h = pat 
Dazu kommen noch die Bedingungen 
(4) 3=f (x) fir t = 0, 
(5) w— F(x) tO: 


Die Gleichung (3) ist yon derselben Form wie bei dem Pro- 
blem der schwingenden Saiten. Dort haben wir als allgemeine 
Lésung gefunden $ 


s= p(x + at) + v(e — at). 
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Von dieser gehen wir auch hier aus. Zunichst bestimmt sich aus 
der Gleichung (2) 

a =— S = — ag'(e«+at)+ay'(« — at), 
also 

u=—ag(a+t+attav(ie—ath+T. 

Die Integrationsconstante 7 ist von x unabhiingig, konnte aber 
noch eine Function von ¢ sein. Setzen wir nun die gefundenen 
Losungen in die partielle Differentialgleichung (1) ein und be- 
achten, dass 


0 ' U 

ag = Pe + at) + We — at) 

8 oT 
OF RT a OU OD or oe 


ist, so zeigt sich, dass die Gleichung (1) nur erfillt werden kann, 
wenn 
one 
a= 
ist. J kann also auch von ¢ nicht abhangig sein. Auf die Grosse 
dieser Constanten kommt aber gar nichts an, und wir diirfen dafiir 
unbedenklich 0 setzen. Denn die eben gefundene Function s aindert 
sich nicht, wenn wir py (# -++ at) + k einsetzen statt p(# + at) und 
y(a — at) — kstatt py (a — at). Fiihren wir dann dieselben neuen 
Functionen in den Ausdruck fiir w ein und nehmen die vollig will- 


0 


kiirliche Grosse k = a so ergibt sich 


u=—ag(x+ at) — aise ay(e —at) — Spek Ts 
d. h. 
u=—ag(«a+ at)+ av(x — at). 
Jetzt sind noch die Bedingungen (3) und (4) zu erfillen. Fiir 

¢ = 0 erhalten wir — 

s = 9(«) + ¥@); 

u = — ay(a) + av(a), 
folglich lauten jene Bedingungen 

p (“) + ¥(%) =f); 
— a(x) + a¥(a) = Fo). 


Daraus findet sich 


§. 104. Schall in einer unendlichen Rohre. 287 
1 f Irate 
9 (z) = 5 f(x) — oa F(a), 


¥@)=5f@ +50 FO) 


und die Lésung unserer Aufgabe ist in den beiden Gleichungen 
enthalten 


s = 5 f(e+at) — so Fletat) + Sf@—at) ++ Fe—at, 
(1) 
w=— Seat) +5 Feat) +S f(w—at) +4 Fe —at). 


Diese Losungen setzen aber voraus, dass die Functionen f und 
F fiir jeden Werth des Arguments bekannt seien. Demnach miissen 
wir die Rohre in der Richtung der w unendlich nehmen. Ist sie 
begrenzt, so kommen noch die Grenzbedingungen in Betracht, in 
derselben Weise wie bei dem Problem der schwingenden Saite. 


8. 104, 


Fortsetzung. Die urspriingliche Erschiitterung ist auf 
eine begrenzte Strecke beschrankt. 


Wir nehmen den besondern Fall, dass urspriinglich nur in 
einem bestimmten Stiick zwischen den Abscissen m und n, Fig. 44, 


Fig. 44, 


te 


iY) m n 


die Luft sich bewegt hat. Also sind die beiden Functionen f und 
F ausserhalb dieses Intervalles gleich Null, 

f(ey=0 fir 7 <m 

Tia) c= : BNA) eo. > 1. 
Wir betrachten zuniichst einen Punkt, fiir welchen 

“> 

ist. Fir diesen sind immer f(% + at) und F'(# + at) gleich Null. 
Also wird 
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1 1 

3 gf — at) + Jat — at), 
(1) ‘ 

u = Se at) + 5 Fle — at), 
und diese sind nur dann von 0 verschieden, wenn 

n>«#—at>m. 
Es tritt also zuerst Erschiitterung ein, wenn 
L— MN 


eee 


und sie hort auf, wenn 
yp — FM, 
a 
Die Dauer der Erschiitterung ist demnach 


ys meat (A MIL oh 
a 


Die Liinge der Welle ist » — m, folglich a die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit. Zwischen s und w findet hier die Beziehung statt 
U = as, 

d. h. die Geschwindigkeit ist der Verdichtung oder Verdiinnung 
proportional. Wenn s positiv ist, also Condensation stattfindet, so 
ist auch w positiv, und die Bewegung des einzelnen Lufttheilchens 
geht nach derselben Seite hin, nach der die Welle fortschreitet. Ist 
dagegen s negativ, findet also Dilatation statt, so ist auch w nega- 
tiv: die Bewegung des einzelnen Theilchens geht nach der ent- 
gegengesetzten Richtung wie die fortschreitende Welle, 

Wir betrachten zweitens einen Punkt, fiir welchen 


Lis 


Fiir diesen ist stets 
f@ — at) =0, 
- F(x — at) =0, 
also haben wir jetzt 


s= sho 4 at) Fo fat), 


(2) 


u=— 2f@ + at) 4 5 F(a + at) 


Die Erschiitterung beginnt, wenn 
m— x 
t a ) 
a 
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und sie hort auf, wenn 


ist. Ihre Dauer ist daher 


ere Le 
a 


Zwischen s und w findet die Beziehung statt 

u = — aS. 
Die Geschwindigkeit ist also hier ebenso wie vorher der Verdich- 
tung oder Verdiinnung proportional, und die Bewegung des ein- 
zelnen Lufttheilchens findet in der Richtung der fortschreitenden 
Welle oder in der entgegengesetzten Richtung statt, je nachdem 
Condensation oder Dilatation vorhanden ist. 

Fassen wir das Resultat zusammen, so ergibt sich Folgendes. 
Durch die urspriinglich zwischen « = m und x = » auftretende 
Erschiitterung werden zwei Wellen erregt, jede von der Lange 
nm — m, welche mit der constanten Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
a sich nach entgegengesetzten Richtungen parallel der z-Axe fort- 
bewegen. Zur Zeit ¢ befinden sich die Wellen an zwei Orten, 
welche von der Erregungsstelle nach entgegengesetzten Seiten 
gleich weit abstehen, nemlich die eine liegt 

zwischen 2=m-+tat und c=—n- at, 
und die andere 

zwischen 2 —=m—at und «=n — at. 
Indem die eine Welle sich fortbewegt, andert sich ihre Natur nicht, 
es wird nur ein und derselbe Erschiitterungszustand mit der con- 
stanten Geschwindigkeit a@ verschoben. Dasselbe gilt von der 
andern Welle. Beide Wellen; auf einander gelegt, geben den ur- 
spriinglichen Zustand zur Zeit t = 0. 

Wenn die urspriingliche Geschwindigkeit uw) = 0 ist, also 
F(x) = 0, so haben wir 


s= sf — ai) + Sf + a8) 


w= Sf —at)— Sf@ +at) 


Dann theilt sich die urspriingliche Condensation und Dilatation 
in gleiche Theile, indem die eine Hiilfte nach rechts, die andere 
Halfte nach links geht. Die beiden Wellen sind also congruent. 


Riemann. Partielle Differentialgleichungen, 19 
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Euler, von dem diese ganze Theorie herriihrt, machte sich 
den Einwurf, weshalb jede der beiden Erschiitterungen, die zur 
Zeit ¢ stattfinden, sich nur einseitig fortpflanze, wihrend doch durch 
die urspriingliche Erschiitterung zur Zeit ¢ = 0 nach beiden Sei- 
ten eine Welle ausgesandt wird. Man kénne ja auch den Zustand 
zur Zeit ¢ als Anfangszustand ansehen, Dieser Einwurf erledigt 
sich sehr einfach. Der Grund der einseitigen Fortpflanzung der 
Welle liegt in den Beziehungen w= as und resp. u = — as. 
Findet die eine oder die andere Beziehung auch fiir ¢ = 0 statt, 
so bekommt man eine Welle, die von vorn herein nur einseitig 
fortschreitet. Wir kénnen aber stets die willkiirlich gegebenen 
Functionen f(z) und F(x) als Summen von je zwei Functionen 


darstellen 
f@)=h@ + h@, 
F(@) =A @) +h @), 
so dass zwischen f, (~) und F, (x) die Beziehung stattfindet f, (x) 


=F, (x) und zwischen f,(~) und F,(x) die Beziehung f, (x) 


= — =F, (a). %u dem Ende setzen wir 
A@=sf/@+ 5 FO, 
F, (a) = Sf@) + 5 FQ), 
file) = 5 f@) — 2 FO) 


R@) =—{f@+5Fo). 


Stellen wir dann nach der Gleichung (1) des vorigen §. die Func- 
tionen s, und w, her, welche den Anfangswerthen f, (x) und F, (x) 
entsprechen, so erhalten wir eine Welle, welche nur in der Rich- 
tung der positiven x fortschreitet, und zwar sind die gesuchten 
Functionen keine anderen als die in Gleichung (1) ausgedriickten. 
Ebenso erhalten wir aus den Anfangswerthen f,(x) und F, (x) zwei 
Functionen s, und w,, die in der Gleichung (2) ausgedriickt sind, 
und durch sie wird eine Welle charakterisirt, die von vorn herein 
nur nach der Richtung der negativen x sich einseitig fortpflanzt. 
Ks tritt hier also noch einmal hervor, dass der beliebig gegebene 
Anfangszustand durch Superposition hergestellt werden kann aus 


§. 105. Reflexion an einer festen Wand. 991 


zwei einzelnen Zustiinden, von denen der eine nur nach rechts, 
der andere nur nach links mit der constanten Geschwindigkeit a 
fortschreitet. 


§. 105. 
Fortsetzung. Reflexion an einer festen Wand. 


Soll die Réhre fiir z = 0 durch eine feste Wand begrenzt sein, 
die in die yz-Ebene fallt, so sind die Functionen f und F nur fiir 
positive Werthe der Variabeln gegeben. Ausserdem tritt noch die 
Bedingung auf 

u = 0 fir z = 0. 
Wir hatten nun aber im §. 103 gefunden 
u = — agp(@-+ at)t+ av(@ — at). | 
Setzen wir darin c = 0 und beachten die eben aufgestellte Bedin- 
gung, so findet sich 
v(— 9) = 9(Q). 
Als Losung der Aufgabe erhalten wir, wie in §. 103: 
a s = p(a+ at) + 0(« — at), 
u=—agy(e#+at)tay(e — at), 
und so lange  — at > 0 ist, bleiben auch die Functionen y und 
w dieselben wie dort, nemlich 


g(a + at) =Sf(e + at) — 5 P(e + at), 
(2) i i 
w(e —at)= af —at)+ rat @ — at). 
Wird aber x — at < 0, so ist vermége der eben gefundenen Glei- 
chung 
w(x — at) = p (at — 2), 
d. h. wir haben dann 


1 1 
9 (@ + at) =5f(@+at) — 5 Fle + at), 
(3) j i 
w(e — at)= af (at — a“) — Fat vt — 2). 
Die Gleichungen (2) und (8) lassen sich zusammenfassen, wenn 


wir setzen 
19* 
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fH o=f. 
FE 0) =) Fe). 


Diese Bestimmung diirfen wir treffen, da urspriinglich die 
Functionen f und F nur fiir positive Werthe der Variabeln gege- 
ben sind. Hat man aber die Gleichungen (4) aufgestellt, so wird 
dadurch der Anfangszustand (fiir ¢ = 0) auch auf dem Gebiete der 
negativen x festgesetzt, und zwar sind fiir zwei entgegengesetzt 
gleiche Abscissen die urspriinglichen Condensationen und resp. 
Dilatationen einander gleich, die urspriinglichen Geschwindigkeiten 
entgegengesetzt gleiche. D.h. wir ersetzen die feste Wand da- 
durch, dass wir auf der Seite der negativen x eine urspriingliche 
Erregung annehmen, welche in einem mit der ~y-Ebene zusammen- 
fallenden Planspiegel als Bild der gegebenen Erregung auf der 
positiven Seite erscheinen wiirde. Aus dieser angenommenen Er- 
regung entspringen zwei Wellen. Die eine schreitet mit der Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit « in der Richtung der negativen zx fort. 
Sie ist das Spiegelbild der Welle, fiir welche die Gleichungen (1) 
des vorigen §. gelten. Sie kommt hier nicht weiter in Betracht, da 
sie niemals auf das Gebiet der positiven x gelangt. Die andere 
schreitet von der negativen Erregungsstelle aus mit der Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit @ in der Richtung der positiven x fort. Sie 
ist das Spiegelbild der Welle, fiir welche die Gleichungen (2) des 
vorigen §. gelten. 


(4) 


Von der Zeit t = - an bis zur Zeit ¢ — “ begegnen sich also 


an der Stelle z = 0 zwei Wellen, von denen die eine das Spiegel- 
bild der andern ist. Daraus folgt, dass fiir « = 0 die Lufttheil- 
chen entgegengesetzt gleiche Geschwindigkeiten erhalten. Wahrend 
der eben angegebenen Zeit tritt die von der positiven Erregungs- 
stelle herriihrende riickwartsschreitende Welle auf das negative 
Gebiet und ihr Spiegelbild auf das positive Gebiet iiber. Von da 
an kommt nur die letzte von beiden in Betracht. Es findet also 
hier ganz dasselbe Gesetz statt wie bei der Spiegelung. Die von 
der positiven Erregungsstelle riickwirts schreitende Welle wird 
von der festen Wand reflectirt und pflanzt sich dann in der Rich- 
tung der positiven x fort. Sie ist nach der Reflexion zu jeder Zeit 
das Spiegelbild derjenigen Welle, die beim Fehlen der festen Wand 
auf dem Gebiete der negativen x in negativer Richtung verlaufen 
wiirde. 
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Ebenso kénnen wir die Réhre auf beiden Seiten begrenzt den- 
ken, und haben dann nur dieselbe Betrachtung zu wiederholen. 
Der Schall lauft unaufhorlich in zwei Wellen hin und her, weil an 
jeder Seite die Wellen zuriickgeworfen werden. 

Bei dieser Untersuchung ist von jeder Reibung abgesehen. 


§. 106. 
Allgemeiner Fall. Umformung von Fourier’s Lehrsatz. 


Wir wollen jetzt zu der algemeinen Aufgabe von der Bewegung 
des Schalles iibergehen. Diese Aufgabe ist in § 102 im den 
Gleichungen aan ie 


02s eae 
(1) on a (S52 He ay +53) 
(2) Sef, Y, 2) TEP ise 0, 


OS = OM — MH OW ne oe oO 
(3) Shue uy eS Oe a2 h(a; y; 9) Tir 0. 


Man kann die Aufgabe leicht lésen durch bestimmte Integrale, 
und zwar durch dreimalige Anwendung von Fourier’s Lehrsatz. 
Daraus geht ein sechsfaches Integral hervor, das sich aber durch 
eine Reihe von gewohnlichen Transformationen in ein Doppel- 
integral umwandeln lisst, und aus diesem kann man die wesent- 
lichen Momente der Lésung erkennen. Das Auftreten des Doppel- 
integrals liegt aber in der Natur der Sache, denn es wird sich 
zeigen, dass die Veriinderungen in einem Punkte von dem anfang- 
lichen Zustande in einer bestimmten Kugelfliche abhaingen, so dass 
diese das Doppelintegral selbst bedingt. 

Ehe wir zu der eigentlichen Lésung der Aufgabe iibergehen, 
wollen wir eine kleine Umwandlung von Fourier’s Lehrsatz vor- 
nehmen. Wir haben denselben entwickelt fiir eine beliebige An- 
zahl von Verinderlichen. Fiir drei Variable lautet er 


ugh 2)=a5 Mh Mi pie of i f 1(A,u,v) cos AcosBeos Cdudpdydadudv, 


A=a@—i) B=Bpy—yp), C=re—»). 
Die Integrale in Beziehung auf «, 6, y sind von 0 bis o, die In- 
tegrale in Beziehung auf A, uw, v von — o bis +- » zu nehmen, 
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Die drei ersten Integrale geben aber, von — o bis 0 erstreckt, 
dasselbe wie von 0 bis + o, folglich konnen wir auch schreiben 


4, (@, Y; 2) cane 


ap! SL ff [vam 008-4 cos Boos Cara dy da au dr, 


und es sind nun alle sechs Integrale von — o bis o zu nehmen. 
Das Product cos A cos B cos C lasst sich leicht umformen in die 
Summe 

1{ cos(A+ B+ C)+ cos(—A+B+C) 

Hae — Bae GC) cea ee) 
und danach zerfallt der vorige Ausdruck in eine Summe von vier 
Ausdriicken, die aber alle vier dasselbe Resultat der Integration 
geben. Denn es tritt z. B. in dem zweiten Ausdrucke der Cosinus 
auf von dem Winkel — a(x — a4) + B(y— wu) + yp(e—v). Die 
Integration in Beziehung auf « ist zu erstrecken von — o bis 
+ o. Daher darf man — o mit + a vertauschen, und es wird 
durch diese Vertauschung der zweite Ausdruck mit dem ersten 
gleichlautend. Dasselbe gilt von dem dritten und vierten Ausdrucke, 
wenn man — 6 mit + 6 und resp. — y mit + y vertauscht. Wir 
erhalten demnach 


WC EEA a 


sal J fff [uur cs(A +B + 0) dadpdy didudr. 


Von der Richtigkeit dieser Umformung kann man sich auch 
mit Hilfe des Imaginiren iiberzeugen. Setzt man nemlich in dem 
vorletzten Ausdrucke fiir x(x, y, 2) statt irgend eines der drei Co- 
sinus den Sinus, so wird das Resultat = 0, weil die Integration 
von — o bis + o erstreckt wird. D. h. es ist 


— 
aay fff ff r@oinn) sin A c0s B eos CdadB dy ardudv, 


Multipliciren wir beide Seiten dieser Gleichung mit 7 = V—1 
und addiren das Resultat zu dem vorletzten Ausdrucke fiir. (x, y, 2), 
so ergibt sich 


(a, Y, 2) = 


sal SL ff [u@smmee* 00s Boos Cda. dB dy aa dy de. 


Durch Wiederholung desselben Verfahrens erlangen wir 
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1 (%, Y; 2) ae 


si i a Me Ae of L(A evel ed +80) +¥6—Ni do. dB dy dadudv. 


Hier konnen wir wieder das Reelle vom Imaginiren trennen und 
machen die Bemerkung, dass. der Factor von ¢ zu Null wird. Wir 
erhalten also wie vorher 


: L(t, Ys 2) = 
sal lf ff [utoun os (At B+ C)dads dy didudr, 
und die Integrationen sind -simmtlich von — o bis + o zu 


nehmen. 

Nach dieser Abschweifung wenden wir uns zu der eigentlichen 
Aufgabe. Der partiellen Differentialgleichung (1) gentigt die par- 
ticulire Losung 

§ = eMtte@—) T8Y—-wH) +y¥E—I14, 


92 = a (a + B+ 7%) 
setzen. Denn alsdann ist 
02s 


wenn wir 


Bi OS a Pe 
0? s 02s 02s 

RS MRS are SER STEN ee 
Oe oy Bs oa ibe 


Vermoge der Bedingungsgleichung fiir 9 sind auch 
esti , etle@—NH+8Y—4) + y¥e@—Vli 
und 
ets , etla@—A+BY—H) +y¥4—VI]e 
particulare Losungen, aus denen wir leicht die folgenden vier 
ableiten 


cost. cosla(e — %) + By —u) + 7(2 —»)) 
cost. sinfa(a — 4) + BY —w) +76 — hb 
sin 4 . cos [a(a — 2) + BY —u) +7 — »)], 
sin Dt. sinfa(a — a) + By—w +r — »)}. 
Jede dieser vier Losungen darf mit einer willkiirlichen Function 
von 4, w, v multiplicirt werden. Auch darf man ein solches Product 
mit dadBdydidudyv multipliciren und hierauf eine sechsfache 
Integration zwischen beliebigen Grenzen ausfiihren. Das Resultat 
ist immer noch eine Lésung der partiellen Differentialgleichung (1). 
Um den Nebenbedingungen (2) und (3) Geniige zu leisten, 
decomponiren wir die Aufgabe. Wir setzen 
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Sas Sy 
und stellen die Nebenbedingungen auf 
(2*) & <9 Ge) fit t "0, 
6s! 

* Sea oes Pee, 
(3 ) ot aoe 0 ” t Sea 0, 
und ferner 
(2**) S| 10 fir ¢ = 0, 

nf os" 

(3**) Ot = Fay, , t=0. 


Wir gelangen zu einer Function s‘', welche der partiellen 
Differentialgleichung (1) gentigt und die Nebenbedingungen (2*) 
und (3*) befriedigt, wenn wir ausgehen von der particularen 
Lésung 
cosatV a + B? + y? . cos[a(~ — 4) + BY — vw) + 7 — »)] 

= costt.cos(A + B+ OQ), 
denn diese erfiillt schon die Gleichung (3*), Nach dem Lehrsatze 
von Fourier, wie er in diesem §. umgeformt ist, haben wir aber 


F@Ys 2) — 


sal [fff [temreos(d + B+ C)dudpaydaduar, 


Folglich wird 
(I) 


ue i a ai a ie PR reskin csp. 


die Lésung der partiellen Differentialgleichung sein, welche die 
Nebenbedingungen (2*) und (3*) befriedigt, 

Zur Herstellung der Function s” gehen wir aus von der par- 
ticularen Losung 
sinat V2 + B? + 7? . cos[a(e@ —) +BY —w+y(2—»)] 

= sin9t.cos(A+ B+ OC), 

denn sie geniigt schon der Gleichung (2**). Beachten wir dann, 
in welcher Weise sich die Function F(v,y,z2) nach Fourier’s 
Lehrsatze entwickeln lasst, so sehen wir, dass 
(1) gl! =—s 


sal SS Sf [Bawden ApBy on™ aadp dy daudy 


zu setzen ist. Die Integrationen in (I) und (II) erstrecken sich 
sammtlich von — o bis + o. 
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Es mochte nicht iiberfliissig sein zu bemerken, dass s’ aus s” 
hervorgeht, indem man f statt F schreibt und den Differential- 
quotienten nach ¢ nimmt. 


§. 107. 


Rob eoeans. Reduction der sechsfachen Integrale auf 
1B GNA Bley 


Die sechsfachen Integrale in der Gleichung (1) sowohl als in 

(II) des vorigen Paragraphen lassen sich auf Doppelintegrale zu- 
riickfiihren. Wir wollen diese Umformung an dem Ausdrucke (ID) 
vornehmen. Zu dem Ende fassen wir «, 6, y als rechtwinklige 
Coordinaten auf und fiihren statt derselben Kugel-Coordinaten ein 
durch die Gleichungen 

== OCOS0) 

B = e sin cos g, 

y = osindsin gy. 
Die Integrationen sind dann zu erstrecken von 9g — 0 bis 9 =o, 
von 0 = 0 bis 9 = z und von gy = 0 bis py = 2a. Das Raum- 
element war vorher dadPdy und ist jetzt o2sinddodddg. In 
dem transformirten sechsfachen Integral konnen wir die Ordnung 
der Integrationen beliebig nehmen. Wir integriren also zuerst in 
Bezichung auf @ und g, dann in Beziehung auf v, w, 4 und endlich 
in Beziehung auf 9. Dadurch ergibt sich 


ao 2 ‘ iv a} a wo 
(1) a ie e meet de f ff Beau adduay.. 
‘ 


Oo —O— @ 


Qn us 
T= fag [ sindc0s (1cos 0 + msin@ cos p —- nsinO sin p) a0. 
0 0 


Wir haben zur Abkiirzung gesetzt 
o(a — A) = I, 
oy — Hu) =™m™, 
und schreiben noch aegis 
cos (cos @ +- msin 6 cos p + nsin 6 sin gp) 
= z4(lcos 6 + msinO cosy + nsinO sing), 
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so dass wir erhalten 
2Qar wT 
(2) T= [ag f (eos 6-+m sin 003 4 + nsin 6 sin p) sin a6. 
0 0 


Geometrisch bedeutet dies eine Integration, die tiber eine 
Kugeloberflache vom Radius 1 zu erstrecken ist. Mit ist die 
geographische Linge, mit @ die Poldistanz bezeichnet. Das Ober- 
flachenelement findet sich = sin6dOdq und x ist eine Function 
des Ortes auf der Kugel. 

Wir betrachten nun J, m,n als die rechtwinkligen Coordinaten 
eines Punktes im Raume und bemerken, dass der Anfangspunkt 
dieses Coordinatensystems in dem Mittelpunkte der eben erwaihnten 
Kugelfliche liegt. Statt der rechtwinkligen Coordinaten J, m, n 
fiihren wir Kugel-Coordinaten ein, indem wir setzen 

l= c¢cose, 
m = CSiNG COST, 
n = CSNOSMT. 
Die Function x transformirt sich danach in folgender Weise 


1 le {cos 6 cos + sin 6 sin (cost cosy + sint sin »)| 


= xe {¢0s 6 cos 6 + sin 6 sin 6 cos (t — | 


Fig. 45. Die geometrische Bedeutung des neuen Argu- 
ments von x ist leicht zu erkennen. Die Pol- 

Tp distanzen 6 und @ schliessen am Pol den Win- 
F kel (¢ — g) ein. Nehmen wir also auf der 
€ Kugel vom Radius 1 den Pol als einen Eck- 


punkt eines sphirischen Dreiecks, dessen 

? andere Eckpunkte in (6, py) und resp. (6, 7) 

(89) ee fallen, und bezeichnen (Fig. 45) die dritte 
co Seite mit 4’, so ist 

cos 6cos@ + sine sinOcos(t — 9) = cosé’. 


Wir erhalten demnach 


Qa wT 
T= [ay [x (ceos6')sin pas. 
0 0 


Nun diirfen wir den Pol auf der Kugel beliebig verlegen. 
Wahlen wir den Punkt (6, r) zum neuen Pol, so wird das neue 
Oberflachenelement sin 6'd6'dg’, und wir erhalten 
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a Qn 
T= ff xc cos6!)sin0'd6'd 9 
01, OF. 


—— ne 2a fx (ccos6') dos 0 
0 


Bezeichnen wir mit X eine Function, die, nach cos 6’ differentirt, 
x, gibt, also 
: fOX 
acoso 
so erhalten wir 


Fa58 [x Bee a. 


Es ist aber vorhin mit y die Cosinusfunction bezeichnet, folglich ist 
X der Sinus. ‘Ferner ist- 


e=VPtmtn= oV(@ — 42 + Yy — uw)? + (e — v). 


Daher wird 
i = - 2sine 
und 


1 o oo w : 
(3) s"= 52m [ esinactde ff f Fan» Se da dudy. 
0 


—-O-—-O —O 


Endlich betrachten wir A, u, v als rechtwinklige Coordinaten 
eines Punktes im Raume. ddAdwudv ist das Volumenelement, und 
die Integration erstreckt sich iiber den ganzen unendlichen Raum. 

Wir legen in den Punkt (2, y, 2) den Mittelpunkt eines Systems 
von Kugel-Coordinaten und setzen 

A —x=rcos0 

u— y¥ =rsin6cos g, 

y—2z=rsinl sing 
also ¢=Yo. 


(4) 2.020? 
oO o T Qa 
fsinagtde frsinredr ['sinoad f Fee+-reos0, y +-rsind cose, 
0 0 0 0 
z+ yrsinOsing)dg. 


Dieses vierfache Integral zieht sich durch Anwendung von Fou- 
rier’s Satze auf ein Doppelintegral zusammen. Wir haben nemlich 
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van== fl w(r) sinate sinredrde, 
0 0 
und folglich, wenn wir (vr) = rF'(@ + roos6, . . .) setzen: 


9 ee) foe) 
=f [ rF@ + 10030,.. )sinagtsinr garde 
9 Oo 


= atl (« + atcos0, y + atsin cos p, 2 + atsin§ sing). 
Dadurch geht die Gleichung (4) iiber in 
688) sa 


ig_| [Bet ateost,y-+atsindcos,2-+atsinising)sinbadbdg. 
0 0 


Nach der letzten Bemerkung des vorigen §. ergibt sich nun 
sofort 


aN = 
itt if [vont y-fatsindeosy2-+alintsing) sind. 


ie enue der Aufgabe im vorigen §. ist 


Sy—5' sil 


8. 108. 
Fortsetzung. Geometrische Bedeutung der Losung. 


Wir fragen nach der geometrischen Bedeutung des gewonnenen 
Resultates und betrachten zunichst s”. Die Function 
F'(# + atcos0, y + atsin@ cosy, 2 + atsin®6 sin g) 
ist der Anfangswerth von - in einem Punkte, dessen Coordinaten - 
a + atcos6, 
y + atsin6 cosy, 
z + atsim0sing 
sind. Dieser Punkt liegt auf der Kugeloberfliche, die mit dem 
Radius R = at um den Punkt (a, y, 2) als Mittelpunkt beschrieben 
ist. Der nach jenem Punkte gezogene Radius FR schliesst mit der 
Richtung der positiven # den Winkel @ ein, und @ ist der Winkel 
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der positiven y-Axe mit einer Ebene, die durch den Radius R pa- 

rallel zur z-Axe gelegt wird. Ein Element der Kugeloberfliche, 

das an den Endpunkt des Radius F anstosst, ist 
=—avtsnbdbidg. 

Danach sieht man, dass der Ausdruck 


mw On 


: . 
eset “by ; i ) 
am [Fo + atcos0,...)a?tsin6dédp 
0 0 


nichts anderes bedeutet als den Mittelwerth der Function F auf 
der eben betrachteten Kugeloberfliche, und daher ist 


w Qn - 
stat f [eT Owe sinoaody 
(Xn) 


4. a? $2 


derselbe Mittelwerth, multiplicirt mit ¢. 

In ahnlicher Weise ist s’ zu interpretiren. 

Die Condensation oder Dilatation, welche zur Zeit ¢ im Punkte 
(x, y, 2) stattfindet, hangt also ab von dem Anfangszustande auf 
einer um diesen Punkt mit dem Radius at beschriebenen Kugel- 
oberfliche. 

Das elastische Medium soll nun anfiinglich nur in einem be- 
grenzten Raume erschiittert sein. Der Punkt (x, y, 2) liege ausser- 
halb dieses Raumes und habe von dem niachstgelegenen Punkte 
desselben den Abstand 7’, vom entferntesten den Abstand r”. Dann 
ist im Punkte (a, y, 2) 

s=0, wenn at < r’, 
und ebenfalls 
Si== 0} wenn at > 7’: 
Die Erschiitterung im Punkte (a, y, 2) beginnt zur Zeit 
U 


r 
in —— ae 
a 
und sie hort auf zur Zeit 
fr 
fis, 
a 


Liegt der Punkt (z, y, 2) innerhalb des urspriinglich erschiit- 
terten Raumes, so ist die Entfernung 7’ — 0 und daher auch 
t?’ —0. D-h. die Erschiitterung in dem Punkte dauert von der Zeit 

(—.0 
bis zur Zeit 
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Bei der Integration ist zu bemerken, dass nur diejenigen Theile 
der Kugeloberflache in Betracht kommen, welche in den anfang- 
lich erschiitterten Raum fallen, weil fiir alle iibrigen Punkte 
f= 0 und’? = 0 wt 


§. 109. 


Fortsetzung. Die Geschwindigkeiten des einzelnen 
Lufttheilchens. 


Fiir die Geschwindigkeiten uw, v, w haben wir die Gleichungen 
gefunden 


t 
Os 
— — Wye reeeree 
Uu = UN a ag uh 
0 
"Os 
v= %y — @ aE 
0 
"Os 
—— Fe i 
wW=W— a ag ot 
0 


Betrachten wir zuerst wieder einen Punkt (x, y, z), der ausserhalb 
des urspriinglich erschiitterten Raumes liegt. Fiir ihn sind die 
Componenten der Anfangsgeschwindigkeit — 0, und ferner ist s— 0, 
so lange ¢<t' bleibt. Ebenso lange haben also auch die Integrale 
in den Ausdriicken fiir uw, v, w den Werth 0. Folglich ergibt sich 


u = 0, 
(1) 1 ==) ON hue <a 
w=—0 


Ist dagegen ¢ > ?’, so konnen wir in den Ausdriicken fiir w, v, w 
das Integral, das von 0 bis ¢ genommen werden soll, in zwei zer- 
legen, von denen das erste von 0 bis ¢’, das andere von 7’ bis ¢ zu 
erstrecken ist. Das erste hat den Werth 0, und daher ist 


t 
Os 
a 3 ot 
LS Ooh 
t 


0s e f 
(2) va a f Fat, fir tie 
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Besondere Beachtung verdient noch der Fall, dass t > t” ist. 
Dann kann man das Integral von ¢’ bis ¢ wieder zerlegen in eins 
von ¢ bis ¢’ und ein zweites von ¢” bis ¢. Dies zweite hat den 
Werth 0, weil innerhalb der Integrationsgrenzen s — 0 ist. Wir 
behalten also 


08 
Oma 2 vee 
u—=— a agen 
v 
no 
(3) va —ai f Fat fart >", 


-[{0s 
SE ie | oxen 
w= af at 


Diese Integrale sind noch genauer zu untersuchen, und zu dem 
Ende haben wir s wieder in seine Bestandtheile s’ und s” zu zer- 
legen. Nun sieht man leicht, dass 


ist. Denn es ist 


os! 1 EE DS be anes 
FE de i Z ff sinO ddd 
und i ae 
dt = — Ef fe aa oot: ) sino dad 


- 2 f fete gens. inh dodo, 


Die Kugeln, welche mit den Radien at’ und resp. at” um den 
Punkt (a, y, 2) construirt werden, beriihren aber den urspriing- 
lich erschiitterten Raum nur in je einem Punkte, und daher ist in 
jedem der beiden Integrale nur ein Element von 0 verschieden. 
D. h. es ist 


Ebenso erhalten wir 
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[iano ae 
+ Ad 


Wir haben noch den Beitrag zu untersuchen, welcher von s” 
herrihrt. Ls ist 


pany 


v 


1 OF (a + atcos6, ...) i 
~ 4a La at Ox at? sindadtdbdg. 


Die dreifache Integration auf der rechten Seite erstreckt sich 
itiber den ganzen urspriinglich erschiitterten Raum. [ihren wir 
also wieder rechtwinklige Coordinaten ein durch die Gleichungen 


atcos 0 = ir 
at sin@ cos p = 0, 
atsin@ sing = €, 


so eee wir auch schreiben 


0 [aa Ef ff PEED aeons 


wenn + = V £2-++- 42+ €? gesetzt und die dreifache Integration tiber 
den urspriinglich erschiitterten Raum ausgedehnt wird. Nun ist 
aber, wie man leicht sieht, 

oF _oF 

Pera on sta 
und wenn wir die Bedeutung von F' beachten: 
(ies ipl — (<3 ak 02 Uo SCAR 
Cees 0 & 6n 0é + 5g Of 0E 
Wir wollen voraussetzen, dass die Anfangsgeschwindigkeiten die 
Bedingung des §. 101 erfiillen, d. h. dass 
0% _ OM OW) 0%. OU OW 


Of Py UO miao cc On Noe 
sei. _Dann wird 
OVE ret y 0? Up 0? Uo 02 Uy 
Vers a> a, 


und 


6. 109. aes des einzelnen Lufttheilchens. 305 


029 see 07 Ug 
(a) =a f% ee ff Gat oat Fe) aan 


Das Integral auf der rechten Seite zerlegen wir in seine drei Be- 
standtheile und behandeln zunachst den ersten Bestandtheil 


IS fe oo dédndé. 


Um dieses Integral bequem umformen zu kénnen, gehen wir 


aus von 
(5) 
E 02Uo pega r 

ELS r 0 & t SE O€ dEdndé 


und beginnen mit der Integration nach &. Diese gibt, unbestimmt 
ausgefiihrt, 


1 Ou 
. r oe 
Zur Kinfiihrung der Grenzen nehmen wir (wie in §. 82) die geo- 
metrische Betrachtung zu Hiilfe. Das Coordinatensystem mége 


wieder so gelegt sein, dass alle Punkte im Inneren und in der 
Oberfliche des urspriinglich erschiitterten Raumes positive Coor- 
dinaten haben. Wir haben zunachst 7 und € als constant an- 


Riemann. Partielle Differentialgleichungen. 90 
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gesehen. Es werde also in der 4 Ebene ein Rechteck von den 
Seiten dy,d§ gezeichnet, fiir welches der dem Coordinatenanfang 
zuniichst gelegene Eckpunkt die Coordinaten »,€ habe. Ueber 
diesem Rechteck errichten wir ein Prisma, dessen Kanten parallel 
der &-Axe laufen, und beachten die Stellen, an welchen dasselbe 
in den urspriinglich erschiitterten Raum eintritt und resp. aus ihm 
heraustritt. Der einfachste Fall ist der, dass nur ein Eintritt und 
nur ein Austritt stattfindet. Im allgemeinen kann das Prisma 
auch 6fter eintreten, aber auf jede Kintrittsstelle folgt dann eme 
Austrittsstelle, und beide Arten sind in gleicher Zahl vorhanden. 
Das Prisma mége eintreten an den Stellen 


ne §, on Som —1 


und austreten an den Stellen 


bo, 4, +++ Som. 


An jeder solchen Stelle wird ein Element aus der Oberflache des 
erschiitterten Raumes herausgeschnitten. Diese Oberflachenele- 
mente seien der Reihe nach 


61,065, COs, nd Com UGorg 


Fiir jedes derselben ziehen wir die nach innen gerichtete Normale 
und bemerken, dass der Winkel (&, 1), den diese mit der positiven 
&-Axe einschliesst, einen positiven Cosinus hat an den EKintritts- 
stellen, dagegen einen negativen Cosinus an den Austrittsstellen. 
Die simmtlichen herausgeschnittenen Oberflichenelemente haben 
in der 7§ Ebene dieselbe Projection, nemlich das Rechteck dyd€ 
und daher ist 
dnd& = doy; -. c08 (§, ora 
= — doy, . cos (§, 0), 

fiir jedes ganze k von 1 bis m. 

Nach dieser Vorbereitung finden wir leicht aus dem oben her- 
gestellten unbestimmten Integral 


1 Buty 
r O0& 
den Werth des bestimmten Integrals. Wir haben nur die Werthe 
1 Ou 
yon = = an allen Austrittsstellen zu addiren und davon die 


Summe der Werthe derselben Function an allen Eintrittsstellen 
zu subtrahiren. Multipliciren wir dann mit dyndé, so ergibt sich 
als Resultat 
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= Se cos (&,n) de, 


wenn die Summe auf alle Stellen bezogen wird, an denen das Ele- 
mentarprisma iiberhaupt durch die Oberfliiche des urspriinglich 
erschiitterten Raumes hindurchgeht. 

Sollen hierauf auch die Integrationen nach y und € ausgefiihrt 
werden, so hat man die vorige Operation nicht fiir ein Elementar- 
prisma vorzunehmen, sondern fiir alle, welche den urspriinglich 
erschiitterten Raum iiberhaupt treffen. D.h. wir haben 


Hace ie 2M dG ye: 
r oR OE O€ 


1 OU 
SS: OE cos(&, n) do, 


wenn die Integration auf der linken Seite iiber den ganzen anfang- 
lich erschiitterten Raum, die Integration auf der rechten Seite 
iiber seine gesammte Oberfliiche ausgedehnt wird. 

Danach ergibt sich 


Lf [Speen 
--/; Set cos (§,n) do =f ff 5 a iG Donors 


Auf das Raumintegral der rechten Seite ata wir Pee Trans- 
formation noch einmal anwenden und erhalten dadurch 


I Sf; ae 
Ee pum Oh, cos (&,n) d6 + fom Ae seis: 


+f ff “G) dé dn dt. 


Wird der zweite und dritte Bestandtheil auf der rechten Seite der 
Gleichung (a) ebenso behandelt, so geht diese Gleichung tiber in 
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tv 
os" 
(b) —a@/ —dt 
y Ox 


Seay ~(e cos (&,) ae — 7 008 (st) se E098 (en)| do 


Q) () 


= af te atguyt a cos (n,n) + ae 8 ole 
ef = 2 1 2 1 
"e yl ee a “© a O) ssanas 
Nun ist aber : 4 ; 
PerOR dor ; 


0 &? “On? | Obi Togs 
also fallt das dreifache Integral weg. 

Die beiden Oberflichen-Integrale lassen sich noch einfacher 
ausdriicken. Mit cos (&,m), cos (n,m), cos (,m) haben wir die Cosinus 
der Winkel bezeichnet, welche die vom Oberflichenelement do 
aus nach innen gezogene Normale mit den Coordinatenaxen ein- 
schhiesst. Der Fusspunkt dieser Normalen in der Oberflache 
habe die Coordinaten &, y, € Wir nehmen auf ihr im Innern des 
Korpers einen unendlich nahe an der Oberfliiche gelegenen Punkt 
(§-+ dé, y+ dy, § + d6), der von dem erstgenannten Punkte den 
Abstand 


a(i 
- 


dn = Vd + dy? + de 


hat. Dann ist 


dé 


dn’ 


d d 
cos (E,n) = ay cos (n,n) = at cos (€,n) = 


und wir se oK 
Be 6 n) ee ——* cos (n,m) set > cos (&,n) 


a dé 
~ 0& dn on dn 


©) a) 


COU a OU cas 
ob dn7 \ on’ 


*() 


easttyn) + —— cos(n,n) “3 cos (,n) 
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Folglich geht die Gleichung (b) in die einfachere iiber 


at) 
os” 1 1 ou 1 r 

FSS 0TP Sp hij Se = u 

() ‘ ja a 4n J r OW ao a iz % On ue 
Die Integrale rechts sind iiber die Oberfliche des anfianglich er- 


schiitterten Raumes auszudehnen. Setzen wir nun voraus, dass in 
dieser Oberflaiche 


OU 
% =—0, —=—0 
e > On 
sel, so wird 
ty 
os! 
(d) — «> a 
Ou 
t 


Dem entsprechend sei in der Oberflache des anfiinglich erschiitter- 
ten Raumes 


Ov 
Vo —) 0; an b) 
wy) = 0, eae’ 


Chia 


Dann wird auch — a? cae en 2 = 0 und — a? fa 


d. h. wir haben statt der Gleichungen (3) 


Vi" 
(3*) == Oy 108 GS-1. 
w= 0 


Diese Betrachtung bezog sich auf die Voraussetzung, dass der 
Punkt (#, y, 2) ausserhalb des anfanglich erschiitterten Raumes 


hegt. 
Liegt er dagegen im fae dieses erschiitterten Raumes, so 


haben wir ¢/ = 0 zu setzen. Danach ist 


wam ne (Ba 


(4) v= Ha [Be fiir ¢< t!" 


= mma fa 
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Wird ¢ > 7", so hat man als obere Grenze in den Integralen t” 
zu nehmen wie vorher. Es wird nun auch zunachst wieder 


, tv 

6s’ os! 

at Oe, Vi 0, (a 0, 
0 0 


Dagegen muss der yon s" herriihrende Beitrag hier aufs neue sorg- 
faltig betrachtet werden. Die Gleichung (a) bleibt giiltig, wenn 
wir ¢' = 0 setzen. Es wird freilich in dem Integrale rechts 
= = o fiir ein Element des Integrals. Aber zugleich wird 


das Raumelement 

didynd§ = rsinbdrdidg 
zu Null wie r?, so dass also der betreffende Beitrag zu dem Inte- 
gral nicht «, sondern 0 ist. 

Um nun die friihere Transformation vornehmen zu konnen, 
legen wir um den Punkt (a, y, 2) eine Kugel von einem beliebig 
kleinen, aber zunichst endlichen Radius r’ = at’ und schliessen 
das Innere der Kugel von dem Gebiete der Integration aus. Da- 
durch wird bewirkt, dass zuniichst der Punkt (7, y, z) ausserhalb 
des Raumes liegt, tiber den sich die Integration erstreckt. Nach- 
her ist dann zu fragen, welches Resultat sich fiir ein unendlich klein 
werdendes 7’ ergibt. Auf diese Weise erhalten wir, wie in (b) 


6s" 
Ee 705i fa SE 
(e) a ay lt 
t! 
1 1 Ou 1 (=) 
ptegvize ed pepe ki) 23 
Fe 4n J r Arsh Eg dn} “On ae 


ee ele 


Hier ist das dreifache Integral auf der rechten Seite = 0, so 
lange wir 7’ = at’ nicht verschwinden lassen. Die beiden ersten 
Integrale sind zu erstrecken iiber die Aussere Begrenzung des an- 
fanglich erschiitterten Raumes, ausserdem aber noch iiber die 
Oberflache derKugel, die mit dem Radius 7’ um den Punkt (2, y, 2) 
gelegt ist. Fiir die aussere Begrenzung ist jedes der beiden Inte- 
grale unter denselben Bedingungen = 0 wie vorher, und unab- 
hangig von 7’. 
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Lassen wir r in 0 tibergehen, so kommt zu dem dreifachen 
Integrale noch der Beitrag hinzu, der von dem: vorher ausgeschlos- 
senen Kugelraume herriihrt. Dieser Beitrag ist 0. Denn fiihren 
wir wieder Kugelcoordinaten ein, so nimmt das dreifache Integral 
die Form an 


Sf fas ts ON EM asin bdr dodo 
é 
“0) 

aff fu 2 sn oaranag, 


und da der Differentialquotient 


ist fir jedes rv, auch fiir r = 0, so behilt das dreifache Integral in 
(e) seinen Werth 0, auch wenn man die Kugel um den Punkt 
(x, y, 2) verschwinden liisst. 

Jetzt sind noch die beiden Oberflichen-Integrale, ausgedehnt 
iiber die Kugelfliche vom Radius 7’, hinzuzufiigen, und die Grenz- 
werthe zu ermitteln fiir 7’ = 0. 


1 1 Ou 
-z/; pee 


erstreckt iiber die Oberfliche der Kugel vom Radius 7’, geht in 0 
iiber fiir limr’ = 0. Dagegen wird das Integral 


1 r 
rem aa a6, 


Am 
iiber dieselbe Eipateber ache ausgedehnt 


-ES ft =< Uy v2 sind db dp 
— Daft « sind ddd 
Ser ie An 0 a YP) 

0 oO 


Das Integral 
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und darin erhalt uw) beim Verschwinden yon r’ einen von @ und » 
unabhingigen Werth, nemlich den Werth, den a) im Punkte (a, y, 2) 
besitzt. Folglich ergibt sich 


(f£) — wv | —dti=— —-w-4an 
= — Up) 


und es wird also fiir den Punkt (2, y, 2), der im Innern des an- 
fanglich erschiitterten Raumes liegt, wie fiir einen ausseren Punkt: 


u = 0, 
(4) == 0) tir t t". 
Wr 0 


Die Voraussetzung ist auch hier, dass uw, v, wo die partiellen 
Derivirten einer und derselben Function g sind, und dass in der 
Oberflache des anfanglich erschiitterten Raumes 


Ou 

Uy = 0, ah = 0, 
Ov 

Vo = 0, a —— 0, 
Ow 

Wo — 0, SS 0. 


Ill Bewegung eines festen Korpers in einer . 
unbegrenzten incompressibeln Flissigkeit. 


§. 110. 


Pracisirung der Aufgabe. Der Weg zur Losung 
im allgemeinen. 


In einer ruhenden incompressibeln Flissigkeit von unbegrenzter 
Ausdehnung bewege sich ein fester Korper. Die beschleunigende 
Kraft soll zu einer und derselben Zeit fiir alle Punkte des Kérpers 
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nach Grosse und Richtung dieselbe sein, sie soll nur mit der Zeit 
sich andern kénnen. Die Untersuchung dieser Aufgabe lasst sich 
auf eine andere zuriickfiihren. Man kann den festen Korper als 
unbeweglich ansehen und die Fliissigkeit gegen ihn sich bewegen 
lassen. Dann lautet die Aufgabe so: 

Die Bewegung einer unbegrenzten incompressibeln Fliissigkeit 
zu untersuchen, die von einer beschleunigenden Kraft 6 getrieben 
wird, und in welcher ein unbeweglicher fester Korper sich befindet. 
Die beschleunigende Kraft 6 soll vom Orte unabhangig und nur 
eine Function der Zeit sein. Die Anfangsgeschwindigkeit nehmen 
wir = 0. 

Vermoége der letzten Bestimmung sind die Gleichungen (g) 
des §. 101 erftillt, und folglich konnen wir von der Gleichung (1*) 
desselben Paragraphen ausgehen. Ausserdem gilt die Gleichung 
(4a) des §. 100. Wir haben also die beiden Gleichungen 


Q  B+sw@+epwav—-ly+yz, 
0° o> C2, 
(2) our oF ae 


0 x? 

Ferner ist noch auszudriicken, dass die Geschwindigkeit nor- 
mal gegen die Oberflaiche des festen Kérpers stets — 0 sei. Be- 
trachten wir eine Curve, deren Bogen von irgend einem beliebig 
gewahlten Anfangspunkte bis zum Punkte (a, y, z) mit s bezeichnet 
werde. Die Tangente der Curve im Punkte (x, y, 2) schliesst mit 
den Coordinatenaxen Winkel ein, deren Cosinus resp. 

ar dy az 

as 03 Bs 
sind. Bezeichnen wir also mit uw, v, w die Componenten der Ge- 
schwindigkeit in demselben Punkte, so ist die Geschwindigkeit i in 
der Richtung jener Tangente 


en AS dy dz 
Me ae eh 
_ Opdx , 0p dy Op dz 
Sik Sen eee ds 
Na 
ies 


Der Punkt (x, y, 2) liege in der Oberfliche des festen Korpers, 
und mit » werde die von da aus nach innen gezogene Normale 
bezeichnet. Dann haben wir 
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OG 
(3) pee 


zu setzen fiir jeden Punkt in der Oberflache des Korpers. 

Die Componenten der beschleunigenden Kraft 6 seien a, 6, y 
In unendlicher Entfernung bewegt sich die Fliissigkeit frei, dort 
ist also 


folglich, wenn wir mit 2, w, v die Componenten der Geschwindig- 
keit in unendlicher Entfernung bezeichnen: 
t 


==" | Ot 


Daraus folgt, dass wir in unendlicher Entfernung haben 


dp = idx + udy+ vdz, 
und daher ist 


An + py + ve 
der Ausdruck fiir die Function » in unendlicher Entfernung. Um 
den allgemein giiltigen Ausdruck fiir g zu erlangen, setzen wir 


p=hx+ wy + v2+ Gr 
Dann ist die Function g, an die folgenden Bedingungen gekniipft. 
Sie muss der partiellen Differentialgleichung (2) geniigen. An der 
Oberflache des festen Korpers muss fiir p die wee (3) erfillt 
sein. In unendlicher Entfernung muss 
OP seen, CPi Se CPT 
oz ao oy a ga 


= 


sein. 

Hat man die Function » bestimmt, so ergibt sich der Druck, 
welcher im Punkte (w, y, 2) zur Zeit ¢ ausgeiibt wird, aus der 
Gleichung (1), nemlich: 


part Ve +. y2 + w?), 
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g g 


Darin ist 
V=an-+ By + ve 

zu setzen, weil in dem vorliegenden Falle a, 6, y von den Coor- 
dinaten unabhingig sind und allgemein 

eV a= gp OT 

ORE me Ou" re 
sein soll. Z ist eine Function von ¢ allein, die — wie schon Kuler 
bemerkt hat — so lange unbestimmt bleibt, als nicht fiir jeden 
Augenblick der Druck in einem Punkte der Oberfliche der Fliissig- 
keit gegeben ist. 


§, 111. 
Der feste Korper ist eine Kugel. 


Fir den Fall, dass der in der Flissigkeit befindliche feste 
Korper eine Kugel ist, hat Dirichlet die Aufgabe des vorigen 
Paragraphen geldést in dem Berichte iiber die Verhandlungen der 
Akademie der Wissenschaften zu Berlin aus dem Jahre 1852. 

Der Radius der Kugel sei c. Ihr Mittelpunkt liege im An- 
fangspunkte der Coordinaten. Statt der rechtwinkligen Coor- 
dinaten x, y, 2 fiihren wir Kugel-Coordinaten ein, nemlich den 
Radiusvector r, den Winkel 6, welchen r mit der positiven z-Axe 
einschliesst, und den Winkel ~ der durch ry und die z-Axe geleg- 
ten Ebene mit der wz-Ebene. Dann haben wir 

“x= rsinicosy, 
y = rsinisindg, 
z= reosé 
zu setzen, und es ist r = Va? + y2+ 22, Fir die Function 9 
ergibt sich dadurch der Ausdruck 
gy =r (Asin cosy + wsinO siny + vcos6) + gy. 

Die partielle Differentialgleichung, welcher g, Geniige leisten 
muss, ist die Gleichung (2) des vorigen Paragraphen. Es sind 
darin r, 0, y als unabhingige Variable einzufiihren statt w, y; 2. 
Diese Transformation haben wir im §. 71 durchgefiihrt. Es geht 
daraus die partielle Differentialgleichung hervor: 


Og, : a) 
y2 pene 
FS a(r 1) @ (sind AYA havaen ; 
or sin oo sm? oy? 5 


e 
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In dieser Gleichung erkennen wir aber die partielle Differential- 
gleichung (IIL) des §. 72. Folglich muss sich g, nach Kugelfunc- 
tionen.entwickeln lassen. Die Coefficienten der Entwicklung er- 
geben sich aus der Bedingung (3) des vorigen Paragraphen. Diese 
lautet jetzt einfach § 


(2) ae fof — oC 
d. h, 


— (52) | =AsinO cosy + usinésiny + vcosé. 


Da auf der rechten Seite dieser Gleichung nur die ersten Potenzen 
von cos 6, sin @ cos, sin@sinw vorkommen und die Gleichung fiir 
jedes @ und jedes yw erfiillt sein soll, so diirfen auch auf der linken 
Seite nur die ersten Potenzen vorhanden sein, und es sind getrennt 
einander gleich zu setzen die Coefficienten von cos, von sin @ cos wp 
und von sin@sinw auf der einen und auf der andern Seite. Danach 
beschrankt sich die Entwicklung von g, auf das eine Glied, das 
die Kugelfunction ersten Ranges enthalt, nemlich 


P, 
Piva Tr’ 
und die Bedingungsgleichung (2) gibt 


“a = Asin6 cosw + wsinOdsiny + veos6. 


Also ve in dem vorliegenden Falle 
¢ ; : 
(1) = ¢ + om) (Asin cosy + wsind sind + vcos 6) 
C3 
= (1+ 55) Ge tuy + v2). 
Daraus erhalten wir 


Op 8c°x 
amy (1 +5)4- Ors (Ax + wy + va), 


5 c8y ; 
+35) 0 — FP Ge + wy + v2), 


— 228 (ae + wy + v2) 


27° 


Br es 

ercrir. ¢ 

Bah) Fee 

Le oe (+ 
wat 
Ot 


a) ” 
1 +55) (ee + By + 72) 
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Die Gleichung (1) des vorigen Paragraphen geht hiernach iiber 
in folgende 


3 1 
(II) rsa aa (wx + By + 72) — g (w? +P 0? + w?). 


Handelt es sich darum, die gesammten Druckkrafte, welche auf 
die Oberfliiche des festen Korpers wirken, zu einer Resultirenden 
und einem Kraftepaare zu vereinigen, so kommt die nur von ¢ ab- 
hingige, unbestimmte Function 7' nicht mit in Betracht. Denn 
sie liefert zu den Componenten der gesammten Druckkraft die 
Beitrige 


fe T cos (n,x) do, 
fe T cos(n,y) da, 
fe T cos (n,2) do, 


und zu den Drehungsmomenten die Beitraige 
fe T ly cos (n,Z) — 2 Cos (n,9) | do, 
fe ft | 20s (n,”) — xcos (n,2)| d oo, 


fe Sf [ cos (n,y) — y cos (n,2)| d oo. 


Dabei sind mit (n, x), (n, y), (n, #2) die Winkel bezeichnet, welche 
die im Punkte (x, y, 2) der Oberfliche des Korpers nach innen 
gezogene Normale mit den Richtungen der wachsenden Coordinaten 
einschliesst. da ist das Element der Oberflache, und die Inte- 
gration hat man iiber die ganze Oberfliche auszudehnen. Bei die- 
ser Integration kann @ 7 vor das Integralzeichen genommen wer- 
den. Die Integrale haben simmtlich den Werth 0, sobald man 
sie tiber die ganze Oberflaiche des vollig .begrenzten Korpers er- 
streckt. Denn es heben bei einer geschlossenen Oberflaiche, wie 
sie auch gestaltet sein mége, je zwei Elemente der Integrale ein- 
ander auf. ; 

In unserm Falle kann auch der letzte Bestandtheil von p un- 
beriicksichtigt bleiben. Denn bei der Kugeloberflaiche haben die 
Integrale, welche von dem Gliede 


— Fou? + 0? + w2) 
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herrihren, den Werth Null. Von der auf das Oberflaichenelement 
do ausgeiibten Druckkraft kommt also nur der Theil 


3 
—esce+by+yedo  firr=e, 
d. h. 


—F(ae+ py+redo  . 


in Betracht. Wir erhalten die Componenten parallel den Coordi- 
natenaxen, indem wir resp. mit — =, — a _ = multipliciren. 
Diese Componenten verlegen wir in den Anfangspunkt der Coor- 
dinaten. Die Componenten der gesammten Druckkraft ergeben sich 
dann durch Integration iiber die ganze Kugeloberfliche, also 


Sf (aa + Bary + yxz)da, 
5, [ory + by + ryedo, 
& [ox + Byz+ ye)da. 


Zur Ausfiihrung der Integration nehmen wir wieder Kugelcoor- 
dinaten und bemerken, dass fiir die Kugeloberflache 
“2 = csin@ cos v, 
y = csin§ sin », 
a= 0COS\G. 
do = cesinOdbdy 


ist. Danach findet sich 


[eyeo = | xz2edo = [yedw EAte 


aw Qn ° 
[edo == ¢4 [sinorcos wands —+ ct a, 
6=0 y—=0 
w Qn ‘ 4 
[ree = ot ff sinossinvedt aw =e ct at, 
6=0 ¥=0 
nw 29 4 
[eo= ie sinbcos@dbdy = 5 cha. 


6=0=0 
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Die im Anfangspunkte der Coordinaten angreifenden Componenten 


der gesammten Druckkraft sind also 


3 
Sie setzen sich zu einer Resultirenden 


2 2 a 2 
= TOCH, 3 HOC B, = ToC Y. 
0 


EN Co 
3 Q 


zusammen, die parallel zu der den Fliissigkeitstheilchen gegebenen 
Acceleration 6 durch den Mittelpunkt der Kugel geht. 

Es sind noch die Drehungsmomente zu betrachten, die von 
der parallelen Verschiebung der auf d@ wirkenden Componenten 
herriithren. Man erhalt dabei drei Kraftepaare, die auf Drehung 
resp. um die #-Axe, die y-Axe, die z-Axe wirken. Ihre Momente 
sind 


5, (ex + By + ye) do. (ye — zy), 


< (ax + By + yz) do. (zx — x2), 


re (ax + By+ yz) dq. (ry — yz), 
d. h. gleich 0, es findet also keine Drehung statt. 


8. 112. 
Bewegung nach dem Aufhoren der Beschleunigung. 


Wir betrachten noch besonders den Fall, dass nach Ablauf 
einer gewissen Zeit t, die beschleunigende Kraft 6 aufhort, und 
untersuchen die Bewegung fiir eine spitere Zeit. Gleichzeitig mit 
6 wird auch der Druck der Fliissigkeit gegen die Kugel aufhoren. 
4, uw, v werden constant, nemlich 


ty ty h 
a=fadt,u=f pat, »=f vat. 
0 0 0 rf 


Wir legen durch den Anfangspunkt der Coordinaten eine gerade 
Linie, so dass die Cosinus der Winkel, welche sie mit den Coor- 
dinatenaxen einschliesst, die Werthe haben 
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it u v 
Vepwpw Vetete Vetwt 2 
Diese Linie wihlen wir. zur Axe eines neuen Polar-Coordinaten- 


systems. Es sei ® der Winkel, welchen mit ihr der nach dem 
_ Punkte (2, y, 2) gezogene Radiusyector r bildet. Dann ist 


Ax tuytve 
rVar?t wrt vy? 


cost = 


und daraus findet sich 
pe r-c08 9 (1 5 mi) VP ye pw, 


Geben wir gp einen constanten Werth, so wird dadurch eine Ober- 
fliiche festgelegt, deren Gleichung 


C3 
(1) (i + i) rv cos ® = const. 


ist. Und zwar gibt die Gleichung (1) zu erkennen, dass die Ober- 
fliche eine Rotationsflache ist, welche die eben angenommene 
Polaraxe zur Rotationsaxe hat. Ertheilen wir der Constanten, 
welcher  gleichgesetzt wird, andere und andere Werthe, so ergibt 
sich eine Schaar von unendlich vielen Rotationsflichen, welche die 
Rotationsaxe gemein haben. In jeder von ihnen hat die Function » 
einen besonderen constanten Werth. 

Wir nehmen vom Punkte (x, y, 2) aus in einer der eben be- 
sprochenen Flachen eine unendlich kleine Verschiebung vor, deren 
Projectionen auf den rechtwinkligen Coordinatenaxen resp. dz, dy, 
Oz sein mégen. Dann ergibt die Gleichung der Flache, » = const., 
durch Differentiation 
(2) oo bat Poy + Poe = 
Nun sind aber 0a, dy, Oz den Cosinus der Winkel proportional, 
welche die in der Flache vorgenommene Verschiebung mit den 


Coordinatenaxen einschliesst. ees ae 2 sind die Geschwin- 
OL: CY O02 

digkeitscomponenten des Fliissigkeitstheilchens im Punkte (2, y, 2) 

und daher proportional den Cosinus der Winkel, welche die Bahn 

dieses Theilchens an der Stelle (x, y, z) mit den Coordinatenaxen 

bildet. Demnach gibt die Gleichung (2) zu erkennen, dass die Bahn 


des Fliissigkeitstheilchens normal zur Flache g = const. liegt. 
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Die Normale in irgend einem Punkte einer Rotationstliche 
schneidet die Rotationsaxe und fallt mit ihr in eine Ebene, die 
durch die Rotationsaxe und den Punkt (z, y, 2) vollstindig fest- 
gelegt ist. In dieser Ebene liegt dann also auch der Punkt 
(@+ dz,y+ dy, 2+ dz) der Bahn des Fliissigkeitstheilchens. 
D. h. das Theilchen tritt aus der Ebene iiberhaupt nicht heraus. 

Da der Punkt (« + dx, y+ dy, z+ dz) auf der Normale 
der Fliche (@ = const.) liegt, so haben wir 

dzdx-+dydy+dzdz2=0 
und folglich aus (2) 


: as Op Op . ey 
(3) Cg dy aa a, Ba 


x 


Diese Gleichung hat man mit der Gleichung einer durch die Polar- 
axe gelegten Ebene zu verbinden-und durch Integration die Bahn 
des Flissigkeitstheilchens zu bestimmen. Dazu gelangt man jedoch 
einfacher so. Wir denken uns die Ebene durch die Rotationsaxe 
und den Punkt (x, y, 2) gelegt und betrachten in der Flache 
(y~ = const.) und normal gegen dieselbe nur solche Verschiebungen, 
welche in jener Ebene liegen. _Dem Punkte (x, y, z) gehoren dann 
in der Ebene die Polarcoordinaten 7, @ an. Nehmen wir auf r die 
Verschiebung dv und rechtwinklig dagegen die Verschiebung rd 
vor, so gelangen wir zu einem Punkte (r + dr, ®-+ 0%), der noch 
in der Flaiche (9 = as liegen médge. Alsdann ist 


aaa: roo = 0. 


Nehmen wir Se: auf 7 ce ee dy und rechtwinklig 
dagegen die Verschiebung rd@ vor, so gelangen wir zu eimem 
Punkte(r + dr, # + d®), dessen Verbindungslinie mit dem Punkte 
(r, +) normal zur Flache (g@ = const.) liegen mége und also ein 
Element der gesuchten Bahn ist. Dann haben wir 

dy .dr+yrdt.rdt = 0 


und folglich 


(4) UEP Rl NR ae 
Wir haben gefunden 


y = roost (1 a sn) Vit a py 


V2 


folglich ist 


Riemann. Partielle Differentialgleichungen. Dal 


322 Sechster Abschnitt. Bewegung der Fliissigkeiten. 
ee (i — S)\VEtere cos @, 


£P my +55) Vide tur + v? sin ® 
Die Gleichung (4) gibt also 


3s 
dr: rd? = — Se coty o 
els oe! 
( a 
oder 

het ne 

GW Aro 
Cay oe cog dd B. 
ten anus 


Dieser Ditferentialgleichung gehdrt das Integral an 
(1) ee = sin 8, 
wenn « die Integrationsconstante bezeichnet. Da nach der Natur 
der Aufgabe r = ¢ genommen werden muss, wenn man iiberhaupt 
zu Fliissigkeitstheilchen gelangen will, so darf ¢ nicht negativ ge- 
nommen werden. Wir erhalten in der einen Ebene alle Bahn- 
curven der Fliissigkeitstheilchen, wenn wir « alle Werthe von 0 
bis «© beilegen. Da aber die Gleichung (I) ganz unabhingig von 
der besondern Lage der Ebene ist, so zeigt sich, dass die Bewegung 
der Fliissigkeit vollig symmetrisch zu der Rotationsaxe der Flachen 
(y = const.) vor sich geht. Hat man also in der einen Ebene 
die Bahncurven gezeichnet, so erhiilt man durch Drehung der Ebene 
um die Rotationsaxe eine Schaar von Bahnflaichen. Jede durch 
die Rotationsaxe gelegte Ebene schneidet diese Schaar Flachen in 
einer Schaar von Bahncurven. 

Wir wollen noch die dussersten Falle ¢ — 0 und ¢ = o be- 
trachten, Fiir ¢ = 0 ist entweder 

Pic= 6, 
oder 
Dies 

Die Curve besteht also aus dem Durchschnittskreise der festen 
Kugel mit einer Ebene, die durch die Rotationsaxe der Flichen 
(gy = const.) gelegt ist (r = c), und aus dieser Axe selbst, soweit 
sie ausserhalb der Kugel liegt (# — 0). 
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Ist ¢ = o, so hat man zu bedenken, dass __ 


Ex 


oes a) 
sein muss, also 7 sehr gross, so dass man lim cae = 0 zu nehmen 
hat. Man erhalt danach 
r? sin F? = : a 
Ses 73 


lim r? sin 32 = eg, 


d. h. fiir ¢ = o geht das Fliissigkeitstheilchen in unendlicher Ent- 
fernung parallel zur Axe der Rotationsfliichen (g = const.). 


§. 113. 
Bewegung der Kugel von constanter Dichtigkeit. 


Die Kugel soll die constante Dichtigkeit @’ haben, also die 
Masse ; zx o'c?. Um die Druckkraft aufzuheben, welche die Fliissig- 


keit auf die Kugel iibt, miissen wir auf sie eine beschleunigende 
Kraft wirken lassen, deren Componenten parallel den Coordinaten- 
axen resp. 


Q Q Q 
mae SST 7 B, i SEs 
20 20 297” 
sind, d. h. eine beschleunigende Kraft 
ohh Se 
») o' 6, 


welche der auf die Fliissigkeit wirkenden Kraft o gerade entgegen- 
gesetzt gerichtet ist. Dann kann die Kugel, auch wenn sie frei 
ist, ihre Stelle nicht andern., 

Nun soll noch auf das ganze System die beschleunigende Kraft 
— 6 mit den Componenten — «, — 6, — y einwirken. Dadurch 
wird jeder Punkt des Systems um dasselbe Stiick verschoben. Der 
Punkt, welcher ohne die Hinwirkung der Kraft — 6 zur Zeit ¢ sich 
an der Stelle (x, y, 2) befunden hitte, hat in Wirklichkeit zur Zeit 
t die Coordinaten 

21* 


324 Sechster Abschnitt. Bewegung der Fliissigkeiten. 


t t t 
o— fiat, y— [wat, z— f vat. 
0) 0) 0) 


Die Componenten der auf die Fliissigkeit ausgeiibten beschleuni- 
genden Kraft sind jetzt 

a — Kr, B— 8, Steree 
d.h.= 0. Auf die Kugel dagegen wirken die Componenten der 
Beschleunigung 


«(4 35) — A098): =r(t458) 
Ihre Geschwindigkeiten parallel den Axen sind 
—iA, —u, —». 
Sie bewegt sich also genau so, als ob die Fliissigkeit nicht vorhan- 
den wiire, und die beschleunigenden Krafte 
cary Ul B, said 
parallel den Axen wirkten. 


Die Richtung der beschleunigenden Kraft wird durch die 
Fliissigkeit nicht geiindert, ihre Grosse aber im Verhaltniss 


Ves 
1+ Zoi! 1 
verkleinert. 
Damit also die Kugel, von Fliissigkeit umgeben, sich so be- 
wege, als ob sie frei wire und durch die beschleunigende Kraft 
— 6 getrieben wiirde, muss man noch die beschleunigende Kraft 


ees 
2! 
hinzufiigen. Dieser Zusatz iiberwindet den Widerstand der 
Fliissigkeit. 


Anmerkung. Die Grundlagen der wissenschaftlichen Hydrodynamik 
verdanken wir Euler. Von den in §. 98 erwahnten beiden Wegen hat er 
zuerst den zweiten eingeschlagen in der Abhandlung: Principes généraux 
du mouvement des fluides (Histoire de Acad. de Berlin 1755), Spacer hat 
er auch den ersten Weg verfolet (De principiis motus fluidorum. Novi 
Comment. acad. Petrop. T. 14. P. 1. 1759). Nach Euler hat Lagrange 
diese Methode reproducirt in der Mécanique analytique (Hd. 3. T. 2. p. 250)» 
nachdem er die Gleichungen der ersten Euler’schen Abhandlung seinem 
Mémoire sur la théorie du mouvement des fluides (Nouveaux Mém. de l’Acad. 
de Berlin 1781) zu Grunde gelegt hatte. 
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Von neuveren Arbeiten sind zu nennen; 

Clebsch. Ueber eine allgemeine Transformation der hydrodynamischen 
Gleichungen. (Borchardt’s Journal Bd, 54.) 

Clebsch, Ueber die Integration der hydrodynamischen Gleichungen. 
(Borchardt’s Journal Bd. 56.) 

Helmholtz. Ueber Integrale der hydrodynamischen Gleichungen, welche 
den Wirbelbewegungen entsprechen. (Borchardt’s Journal Bd. 55.) 
Hankel. Zur allgemeinen Theorie der Bewegung der Fliissigkeiten. (Preis- 

schrift. Géttingen 1861.) 

Dirichlet. Untersuchungen tiber ein Problem der Hydrodynamik. Aus 
dem Nachlass hergestellt von-Dedekind, (Abhandlungen der Ges. der 
Wissenschaften zu Goéttingen Bd. 8.) 

Riemann. Beitrag zu den Untersuchungen iiber die Bewegung eines fltissi- 
gen gleichartigen Ellipsoids. (Abhandlungen der Ges. der Wissenschaften 
zu Gottingen. Bd. 9.) 

Die Bewegung eines festen Kérpers in einer unendlichen incompressibeln 
Fliissigkeit ist, wie schon angefiihrt, zuerst von Dirichlet untersucht und 
zwar fiir die Kugel. Nach ihm hat Clebsch die Aufgabe fiir das Hllipsoid 
behandelt (Crelle’s Journ. Bd. 52. 53). Fir einen Ring von kreisformigem 
Querschnitt hat Riemann in den Vorlesungen vom Wintersemester 1860/61 
die Lésung der Aufgabe angedeutet. Die Ausfiithrung der Rechnung muss 
jedoch einer besondern Veréffentlichung vorbehalten bleiben. 

Die Untersuchungen der §§. 103 bis 105 rithren von Euler her: De la 
propagation du son (Hist. de Acad. de Berlin 1759). Der allgemeine Fall 
ist von Poisson behandelt (Mémoires de Acad. de Paris. T,10). Noch ist 
anzufiihren die Abhandlung von Riemann: Ueber die Fortpflanzung ebener 
Luftwellen yon endlicher Schwingungsweite. (Abhandlungen der Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Gottingen. Bd. 8.) 


Ta 
Nis 


See SS 
ea a gs een oe Big eee: 
Fe Ree ag Se 


SS 


